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Vorab

Woran ist eine Philosophie-Vorlesung erkennbar?
An Selbstreflexivitat.

Also wird diese Vorlesung nicht philosophisch sein.

Bestimmung “Positivismus” : vor allem: “unproblema-
tisch”.

In den Naturwissenschaften werden Dinge unproble-
matisch angenommen.
Andererseits: Originalquellen

Quellen gelten in empirischen Wissenschaften prak-
tisch nichts.

Bis hin zu absichtlichen Fehlzuordnungen von Ent-
deckungen:

Die Lagrangeableitung, das Lagrangebild, die Lagran-
gegleichung stammen alle drei von Euler.

Diese Vorlesung ist dagegen an Originaltexten orien-
tiert.



Zu den Originalen: von der Homepage der Bibliothek
der Uni Graz:

“Das 17. Jahrhundert brachte einen starken Qua-
litatsverfall — mit einigen wenigen Ausnahmen — im
Druckgewerbe, wenn auch die Produktion quantitativ
weiter zunahm. Es war das Jahrhundert der groBen
Autoren und der schlechten Drucker. Shakespeare,
Cervantes, Corneille und La Fontaine sollten ihre Wer-
ke nie in typographisch hochrangigen Drucken zu Ge-
sicht bekommen. Der Kupferstich setzte sich als vor-
herrschende lllustrationstechnik im Buche durch. Als
einzige echte Neuerung ist die Einfiihrung periodisch
erscheinender Zeitungen und Zeitschriften hervorzu-
heben. Das alteste wissenschaftliche Periodikum ist
das Journal des Scavans, das ab 1665 in Paris erschi-
en. Zur gleichen Zeit wie in Paris begann in London
eine wissenschaftliche Zeitschrift zu erscheinen: die
Philosophical Transactions der Royal Society.”

Literatur:

Ostwalds Klassiker: Originalarbeiten (in Ubersetzung)
von Leibniz, Newton

Moritz Cantor: Geschichte der Mathematik, 5 um-
fangreiche Bande a 1000 Seiten.
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Aus der Besprechung zum Erscheinen (1894) des drit-
ten Bandes von Cantor:

Bei der allgemein anerkannten grofien Bedeutung des fundamen-
talen Werkes Cantor’s haben wir dieser Abtheilung nicht etwa durch
ein Wort des Lobes oder der Empfehlung den Weg zu ebnen,
sondern nur unserer grolien Freude iiber das Erscheinen derselben
Ausdruck zu geben und den Wunsch auszusprechen, dass die noch
fehlenden zwei Abschnitte (I. Von 1700 bis zum Tode Newton's
(1726); I1. Von 1726 bis zu den ersten Arbeiten von Lagrange in
den Abhandlungen der Pariser Akademie (1759)) recht bald ver-
offentlicht werden méchten.

Cantor inzwischen auf dem Internet:
http://www.archive.org/details/117719411 002

Allerdings 1.5 GByte pro Band.

Zu den Quellen: John Rawls
Amerikanischer Philosoph (Harvard), 1921-2002
Hauptwerk: A theory of justice (1971).

Aus seiner “Geschichte der Moralphilosophie”
(Suhrkamp-Verlag, S.17):

,In meinen Vorlesungen habe ich nicht gesagt (je-
denfalls nicht absichtlich), was der betreffende Autor



nach meinem Dafiirhalten hatte sagen sollen, son-
dern ich habe wiedergegeben, was er tatsachlich ge-
sagt hat... Der Text muBte bekannt sein und respek-
tiert werden, und sein Lehrgehalt muBte in der besten
Form vorgestellt werden. Den Text beiseite zu lassen,
erschien mir krankend: es ware eine Art von Anma-
Bung gewesen.”

,lch bin stets davon ausgegangen, daB die Autoren,
die wir studierten, viel gescheiter gewesen waren als
ich selbst. Waren sie es nicht gewesen, warum hatte
ich dann meine eigene Zeit und die der Studenten
mit ihrer Lektiire vergeuden sollen? Wenn ich in ih-
ren Argumenten einen Fehler erblickte, nahm ich an,
daB diese Autoren ihn auch selbst gesehen hatten und
irgendwie damit fertig geworden waren. Aber wo? Ich
suchte keinen eigenen Ausweg, sondern ihren Aus-

weg.

,Das Ergebnis war, daB8 ich eine Abneigung dagegen
verspiirte, Einwande gegen die Vorbilder zu erheben;
das ist zu bequem und geht am Wesentlichen vorbei.
Wichtig war es jedoch, auf Schwierigkeiten hinzuwei-
sen.

,Wenn es um Kant ging, habe ich iiberhaupt kaum
Kritik gelibt.”



Nochmals: keine Philosophievorlesung

Heidegger: "' Die Wissenschaft denkt nicht.”

Vortragsweise und Skript

Physikalischer Vortrag halt sich eng an die mathema-
tischen Herleitungen.

Hier Textmitschrift in skizzenhafter Form.
In das Skript sind die Originalquellen eingebaut.
Viele Originaltexte in Ostwalds Klassikern:

Ins Deutsche iibersetzte Originalarbeiten von Leibniz,
Newton, Euler, Lagrange.

Wichtigste Einzelbiicher:

Principia Mathematica und Kritik der reinen Ver-
nunft.

Behandelte Themen



Wir werden uns auf die Zeit etwa von 1650 bis 1830
beschranken.

Also Barock, Empirismus, Aufklarung, Klassik.
Kein Kopernikus, Galilei, Kepler, Descartes.
Grob: von Newton bis GauB.

Lesetipp zu GauB: ,, Die Vermessung der Welt" von
Daniel Kehlmann.

|: Differentialrechnung bei Newton und Leibniz
|I: Newtons Principia Mathematica

[Il: Humes Kritik am Kausalitatsgesetz

IV: Kant

V: Variationsrechnung

VI: Nichteuklidische Geometrie



Lebenszeiten

1560

Galilei 1564-1642
Kepler 15671-1630
Descartes 1596-1650
Barrow+ 1630-1677
Newton 1642-1727

Leibnizx* 1646-1716
J.Bernoulli 1655-1705

Euler 1707-1783
Hume 1711-1776
d’Alembert 1717-1783
Kant 1724-1804
Lagrange 1736-1813
Gauss 1777-1855

+ Lehrer Newtons
* geboren in Leipzig

Also grob drei Epochen:

80 1800 20 1840
| | | |

1. (friihes 17. Jhd) Grundlegung Physik und Philoso-

phie (Galilei, Kepler, Descartes)

2. (spates 17. Jhd) Grundlegung Analysis (Newton,

Leibniz, Bernoulli)

3. (18. Jhd) Ausformulierung; Aufklarung (Euler +

Lagrange, Hume + Kant)



Einfiihrung: Kepler

Kepler und Galilei begriinden die moderne Physik:

Physik ist mehr als Geometrie: von der Sonne ausge-
hende Kraft.

Heute eher wieder pre-Keplersch.
Ellipsenbahnen der Planeten:

Untersuchung zu Sehfehlern anhand von Ochsenau-
gen.



Sind die Bahnellipsen nur durch Sehfehler verursacht?

Der Traum vom Mond

“Die Schwere definiere ich als eine Kraft, die dem
Magnetismus dhnlich ist und mit der Attraktion in
Wechselwirkung steht. Die Gewalt dieser Anziehung
ist groBer unter nahestehenden als unter entfernteren
Korpern; daher leisten sie der Trennung voneinander
starkeren Widerstand, wenn sie sich noch naheste-
hen.”

Bereits richtiges Konzept von v

“Diese Anfangsbewegung ist fiir ihn [den Mondreisen-
den] die schlimmste; denn er wird gerade so empor-
geschleudert, als wenn er, durch die Kraft des Pulvers
gesprengt, iiber Berge und Meere dahinfloge. Deshalb
muB er zuvor durch Opiate betdubt ... werden.”

“Infolge der bei Annaherung an unser Ziel [den Mond|
stets zunehmenden Anzieung wiirden sie [die Mon-

dreisenden| durch zu harten Anprall an den Mond
Schaden leiden.”

Beschreibung von Erdfinsternissen auf der erdzuge-
wandten Seite: da die Erde deutlich groBer ist als die
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Sonne, sind Tag und Nacht dort nicht allzu verschie-
den. Wenn es aber zu einer Sonnenfinsternis kommt
(die wegen der groBen Fliche der Erde am Himmel
erstens haufig, zweitens lang sind), erléschen beide
Lichtquellen zugleich, was einen drastischen Effekt
gibt.
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Teil I: Anfang der Differentialrechnung bei
Newton und Leibniz

Nach Newton
Literatur: Oswalds Klassiker, Band 164.

Bereits Newtons Lehrer Barrow in Cambridge erkennt
1670 in seinem Hauptwerk:

Differentiation und Integration sind Umkehroperatio-
nen.

Sein “inverses Tangentenproblem” (viel bei Leibniz
genannt) heiBt heute:

12



Integration von DGL erster Ordnung.

Teilweise war Newton hier Anregender. Hat aber auch
Anregungen erhalten.

Newton beginnt im Alter von 19 Jahren Studium der
Mathematik in Cambridge.

Hervorragende Rahmenbedingungen und Lehrer.
Leibniz dagegen mathematischer Autodidakt.
Barrow verzichtet im Alter von 39 Jahren zugunsten
von Newton auf seine Professur und wird wieder (!)
Priester.

Im Alter von 23 beginnt Newtons eigene Produktion:

Binomialformel, Fluxionsmethode 1665-67.

Erhaltenes erstes handschriftliches Manuskript zur
Diff.Rechnung von 1665.

1671 (29) Newtons Methodus Fluxionum fertig, aber
lange ungedruckt.

Erste Veroffentlichung zur Inf.rechnung erst 1704:
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Fast 40 Jahre nach ihrer Entwicklung.

Ebenfalls erhalten: Brief von Newton an Collins von
1672 iiber Fluxionsrechnung:

Kalkiil zur Bestimmung von Tangenten, Kriimmung,
Quadratur (Flacheninhalt), und Schwerpunkte belie-
biger Kurven.

Newton gab Manuskript von 1665 (23) Barrow, dieser
gab es Collins in London zur Veroffentlichung.

Der zeigte es 11 Jahre spater, 1676, dem durchrei-
senden Leibniz.

Beachte aber: Leibniz hat schon 1675 das Integral-
zeichen eingefiihrt.

In Leibniz Nachlass gefunden, in dessen Handschrift:

“Ausziige aus einer handschriftlichen Abhandlung
Newtons.”

Kann nur wahrend der Reise angefertigt worden sein:

Mindestens ein Abschnitt ist praktisch identisch iiber-
nommen.
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Auch Newtons Principia mathematica erschien 1687
nur nach Uberredung durch Halley.

Heute sicher: Ergebnisse der Principia wurden mit
Fluxionsrechnung gefunden.

Danach erst in geometrische Beweise umgemiinzt.

Moglicher Grund: neue Methode schreckt Leser ab.

Noch in der zweiten Auflage der P.M. von 1713
schreibt Newton:

Leibniz habe 1676 auf seine, Newtons, briefliche An-
deutungen zur Differentialrechnung sofort mit dem

fertigen Kalkiil geantwortet; diesen also gekannt.

Newtons Schrift: Abhandlung iiber die Qua-
dratur der Kurven
1704 erschienen.

Abgedruckt in Ostwalds Klassiker Bd 162.

GroBer Unterschied zu Leibniz:
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Newton kommt von Kinematik (Leibniz von Geome-
trie).

Differential als Bewegung entlang Kurven, also Zeit-
differential.

Geschwindigkeit des Wachstums, der Bewegung.

“Bewegungs- oder Wachstumsgeschwindigkeiten hei-
Ben Fluxionen™.

Fluxionsrechnung.

Z.B. bestimme s(t) bei gegebenem wv(t): Quadratur
von Kurven.

Laut Newton selbst zwischen 1665 (23) und 1666
erfunden.

Bereits erster Satz der Einleitung (diese erst 1704
geschrieben) ist Front gegen Leibniz:

“Ich betrachte hier die mathematischen GroBen nicht
als aus auBerst kleinen Teilen bestehend, sondern als
durch stetige Bewegung beschrieben.”
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Das antike Problem der Zusammensetzung der Be-
wegung aus Ortsanderungen wird von Newton radikal
gelost:

Fiir ihn ist Bewegung das primare, nicht zerlegbare.

“Die Wachstumsgeschwindigkeiten (v dt) verhalten
sich wie die in gleichen Zeitteilchen erzeugten Zunah-
men der erzeugten GroBen (ds), und sie stehen, um
genau zu reden, im ersten Verhaltnis der Zunahmen.”

4. Soll die Sekante Cc mit der Tangente CH zusam-
menfallen, so mussen die Punkte C und ¢ zusam-
menricken.

Das Dreieck CET, im limes infinitesimaler Sei-
tenlange, ist Pascals charakteristisches Dreieck, das
Leibniz — Pascal zitierend! — regelmaBig verwendet.

8. Gerade, die sich um Pol dreht. Auch Cantor S.280.

10. Die GroBe x moge gleichformig flieBen, und es sei
die Fluxion der GréBe =" zu finden.

In der Zeit, in der x zu x+o0 wird, wird 2" zu (z+0)",

d.h. nach der Methode der unendlichen Reihen zu

9
n-—mn o9 5,9

o0°x + usw.
2

2"+ nox" 1+
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Die Zunahmen o und
9
n°—n B
: o’ % 4+ usw

verhalten sich zueinander wie 1 zu
n:—n
2

Nun mogen jene Zunahmen verschwinden.

nox™ 4+

ne" '+ ox" % + usw.

1

Dann wird ihr letzten Verhaltnis 1 zu na2"™ " sein.

Es verhalt sich daher die Fluxion der GroBe x zu der
Fluxion der GréBe x" wie 1 zu nz™ 1.

Siehe auch Cantor fiir diese Stelle.

11. “Es harmoniert aber mit der Geometrie der Alten,
die Analysis in endlichen GréBen anzustellen und von
endlichen GroBen, die eben beginnen oder verschwin-
den, die ersten oder letzten Verhaltnisse aufzuspiiren.
Und ich wollte zeigen, daB es bei der Fluxionsmethode
nicht notig ist, unendlich kleine Figuren in die Geo-
metrie einzufiihren.

“Erste und letzte Verhaltisse” sind, was heute Diffe-
rentialquotient heiBt:

Ein Verhaltnis im limes infinitesmialer GroBen:
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die “eben beginnen oder verschwinden”.
Der erste Satz ist also klar und modern.

Andererseits hadert Newton hier, wie auch in der
P.M.:

“Man kann den Einwand machen, da3 es kein letz-
tes Verhaltnis verschwindender GroBen gebe, indem
dasselbe vor dem Verschwinden nicht das letzte sei,
nach dem Verschwinden aber iiberhaupt kein Verhalt-
nis mehr stattfinde.”

Die Antwort ist aber ganz klar in der P.M.:

Man muB den limes des Verhaltnisses finden;

nicht das Verhéltnis der limites: das ist 0/0:

“Die letzten Verhaltnisse sind nicht die Verhaltnisse
der letzten GroBen, sondern die limites, denen sich
die Verhaltnisse der unbegrenzt abnehmenden GroBen

nahern.”

Leibniz fiihrt aber auch keine uendlich kleinen Figuren
ein.

19



Newton fiihrt als nachstes die Schreibweise 7 ein fiir
die Fluxionen.

Fluxion der Fluxion ist .

Er findet nun durch Reihenentwicklung die Zeitablei-
tung von

23— xy* +a’z — b =0.

Diese ist

322t — 1y® — 2xyy + a2 = 0.

Newton: die erste Glg ist Beziehung zwischen z, v, z;
die zweite Glg ist Beziehung zwischen den Fluxionen
,1, Z.

Dann Ubergang zur Integration, die ein schwierigeres
Problem sei als die Differentiation.

§10 gibt Integral von Potenzfunktionen.

Es folgt eine Tabelle “Form der Kurve”, “Flache der
Kurve”:

die erste Integraltafel.
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Darin auch Kegelschnitt-Integrale.
Newtons SchluBsatz:

“Durch diese Anfange wird der Weg zu GroBerem ge-
ebnet.”

Wann wurde die Schrift verfalBBt?

Laut Newton war das meiste schon in dem Brief an
Leibniz von 1676.

Der Inhalt selbst wurde wohl zur Verdffentlichung
1704 aktualisiert.

Die Einleitung mit vielen wichtigen Stellen zur ldee
der Fluxionsrechnung (siehe auch unten) ist sicher

neu.

Viele Originalhandschriften Newtons zusammen-
gefiihrt von Keynes.

Archiv http://www.newtonproject.ic.ac.uk

Nach Leibniz 1684
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Die neuen Leibnizbande zu mathematischem und na-

turwissenschaftlichem Briefwechsel bei

http://www.leibniz-edition.de/Baende/
ReihelIl.htm

Literatur: Oswalds Klassiker Band 162.

Zur Geschichte (siehe “Anmerkungen” dort):

seit 1673 (27) versucht Leibniz, bei allen Tangen-
tenkonstruktionen Pascals charakteristisches Dreieck

anzuwenden:
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Je Griffiths Daviec Es8ge.,

The Royal Socledy,
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A
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Yours sincerely.

1

J

Dieses besteht aus einem unendlich kleinen Bo-
genstiick und den zugehdrigen Abszissen- und Ordi-
natendifferenzen.

In einem Brief von 1675 taucht das Integralzeichen
auf.

1675 (29) taucht das Differential dz in heutiger Be-
deutung auf.

“Quia istud dx est modification quaedam ipsius x”
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(1686).

Newtons Fluxionsrechnung leistete dasselbe, war
auch friither entstanden, aber unveroffentlicht.

Aber: 1675 kam Tschirnhaus von London, wo er New-
ton getroffen hatte, zu Leibniz.

Und: 1676 ist Leibniz einige Tage bei Collins in Lon-
don, der Newtonsche Manuskripte aufbewahrt.

Auch: 1676 zwei Briefe Newtons an Leibniz mit ver-
steckten Andeutungen.

Aber: schnelle Antwort auf diese Briefe zeugt von ei-
gener Vertrautheit mit dem Kalkiil.
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The Dibner Library completes it set of the Heralds of Science with the purchase of a set of the Acta
Ervditorum containing Leibniz’s article on the new method of differential calculus.

The Dibner Library is at long last hagppy to announce that it e :
haz nowk collected all of the works listed 8z being in Bern AR X1 i
Dibrer s Heradds of Science. The last piece of the puzzle was i edie pailn - ,/ ol
Herald 109, Leibniz*s 16584 article in the journal Aciz | 4 = A /
aruditorurt on the invention of the differential calculus, The | T == S, G

Spring 2001 issue of Sieer Livare Mews noted how we \\_“' N

managed to obtain three of the four Heralds that we were / . i
missing, but the Leibniz article still eluded us. Fortunately, the | \ | Y ff
opportunity arose for us to not only purchase the Leibniz 'r —_— e I /‘r f
article, but also a complete run of the Acta s from - Sl
the first wolume of 1632 through 1731, o ____,EL O Il'l

Gottfried Wilkelm Leibniz (1646-17F16Y, a German | : I('
philosopher and mathermatician, although largely self—trained,

became adept at working on some of the most sophisticated /
mathematical problems of the time, including wark on infinite
series and infinitesimals. In 1675 to 1676, Leibniz made his
breakthrough on the development of calculus, a mathematical
method used to determine the rates of change of quantities.
Such problems were not solvable through algebra or
geometry alone, and their solution occupied mathematicians
throughout the seventeenth century.

|saac Mewton (16421727 had developed calculus
independently back in 1665 and 1666 but shared his
dizcovery with only a few colleagues and his early treatizes
on the matter went unpublished. 1t was not until 1687 that
Mewton published his discovery inhis monumental work, - - g
Fhilcsonfize naturals prbciie fatfemalics [Mathematlcal FRce rl S s S
principles of natural philosophy]. Like Mewton, Leibniz did not publish anything onbis discosery, and anly hmted i
hiz correspondence that he had developed the calculus. It was not until 1654 that Leibniz published his method of
finding tangents to curves, the “calculus differentialis,” in an article titled “MNova methodus pro masimis et minimis,
itemnque tangentibuz, qua nec irrationals quantitates moratur [& new method for masxima and minina, ahd also for
tangents, which is not obstructed by irrational qualities].” This article is the famous Herald of Science 109 and was
publizhed in the Acta eruditorum. In 1686, he followed up this work with a second article on his method of finding
the areas under curves, the "talculus integralis,” and demonstrated that it was an inverse method of the differential
calculus,

A

Auch: Newton nennt Leibniz in der Erstauflage der
Principia 1687 als unabhangigen Entdecker der Dif-
ferentialrechnung.

Und: wegen diplomatischer Pflichten im hannover-
schen Staatsdienst seit 1676 verdffentlicht Leibniz

erst 1684 erstmals zum Differentialkalkiil.

Seit 1699 Plagiatsstreit mit Newton.
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Leibniz' Fiirst (Hannover!) wurde (auch dank Leib-
niz) englischer Konig

...und stellte sich im Prioritatsstreit mit Newton ge-
gen Leibniz.

Artikel von 1684 in Acta Eruditorum

Leibniz erste publizierte Schrift zur Diff.rechnung.
“Neue Methode der Maxima, Minima sowie der Tan-
genten... und eine eigentiimlich darauf beziigliche
Rechnungsart.”

Die ldeen darin sind bereits bis zu zehn Jahre alt.

Leibniz’ Zeichnung ist etwas verwirrend;

auch manche Symbole nur im Text, nicht in der
Zeichnung;

vor allem: xy Achsen vertauscht; und dx zeigt in y-
Richtung.

Fiir die dritte seiner vier beliebigen Kurven YY sind
Bild und Bezeichnung:
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Achtung: dz sollte senkrecht zu sich gezeichnet wer-
den.

Leibniz fordert: es soll die Strecke, die sich zu dx
verhalt wie i zu x (er statt z: XD), mit dy bezeichnet
werden:

dy _y

dx

Mit dieser Festsetzung behauptet er wenige Zeilen
darauf die Produktregel

d(xy) = xdy + ydzx.

Interessanterweise schreibt er keine allgemeine Pro-
duktregel fiir d(yz). (Beliebige zweite Kurve z(x) ne-

ben y(z).)
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Aber wenige Zeilen spater schreibt er die Quotienten-
regel fiir allgemeines d(y/z).

Er stellt fest, daB bei Kurvenextrema dy = 0 ist:

. in dem Augenblick, wo die y weder zunehmen
noch abnehmen, sondern im Stillstand begriffen sind,
wird alsdann dy gleich 0."

Kurz darauf die Regeln dz" = na"'dx
Dann die Ableitung der allgemeinen Wurzel.
“Diesen Kalkiil, den ich Differentialrechnung nenne.”

“Es lassen sich [damit] Maxima und Minima erhal-
ten.”

“Der Beweis alles dessen wird fiir einen in diesen Din-
gen Erfahrenen leicht sein.”

“Man muB nur festhalten, daB eine Tangente zu fin-
den so viel ist wie eine Gerade zeichnen, die zwei

Kurvenpunkte mit unendlich kleiner Entfernung ver-
bindet.”

Es gelingt ihm, im Gegensatz zu Newton, 1/x zu in-
tegrieren.
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Trick: er erkennt arithmetische vs geometrische Pro-
gression bei y vs x, und dies ist genau Ausdruck des
Logarithmus.

Er diskutiert Kriimmungen und Wendepunkte mittels

ddv.

Kriimmungswechsel, wenn ddv = 0, ohne daBB v = 0
oder dv = 0 sein muB.

Am Ende des Artikels leitet er mit diesem Kalkil her:

Snelliussches Brechungsgesetz aus dem Extremalprin-
zip von Fermat:

“Dall der Weg der leichteste ist”.

1684 schrieb Newton an der Principia, und beachtete
wohl die Leibnizsche Schrift kaum.

Umgekehrt: Leibniz handschriftliche Anmerkungen zu
Newtons Hauptbeweis in der Abbildung

Warum schickte Newton 1684 nicht seine Meth flux
ein?
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In Leibniz Aufsatz von 1686 erscheint erstmals das
Integralzeichen in Druck.

Alte und neue Zeit:

Noch 1694 schreibt Huygens an Leibniz, dessen Me-
thode bleibe ihm nicht gegenwartig, wenn er eine Zeit
lang aufgehdrt habe, sich mit ihr zu beschaftigen.

Auch glaubt er, die relevanten Ergebnisse einfacher,
direkt finden zu kdnnen.
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Dagegen Jakob und Johann Bernoulli seit 1684
Anhanger der neuen Methode.

Brauchten laut eigener Aussage Jahre, bis sie Leibniz
Schrift verstanden hatten.

Damit 1690 DGL der Isochrone durch Jakob Bernoulli

aufgestellt,
dy/b2y — a3 = dxvad

aus geometrischer Uberlegung.

Uberhaupt 1691/92 Durchsetzung der Differential-
und Integralrechnung:

Mehrere Artikel von Jakob Bernoulli in A.E. zeigen
deren Verwendbarkeit bei schwierigen Aufgaben.
Newtons und Leibnizens erste Entdeckungen
im Gebiete der Infinitesimalrechnung

Das folgende nach Moritz Cantor.

Historisch: warum entwickelte sich Infinitesimalrech-

nung:
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Suche nach Kurvenlangen, Korpervolumen, Flachen,
Schwerpunkten.

Wallis 1655 und Newton in seiner Erstlingsschrift
1666:

Flache unter einer Kurve

3|3

Y = ax

ist, zwischen 0 und z,

In dieser Schrift vernachlassigt Newton erstmals Dif-
ferentiale hoherer als erster Ordnung:

Waagrechte Linie y = const und Kurve dadurch un-
terscheiden sich im Intervall dx “nicht”:

sive, quod perinde est.

Genauer: rechne mit ersten Differentialen, und lasse
sie am Ende der Rechnung gegen Null gehen.

Differentiale sind “nachmals zum Verschwinden ge-
brachte GroBe”.
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Dieser Trick wohl von James Gregory, vor Newton.

Nicht mehr zu klaren, wer von wem (mehr) gelernt
hat:

Newton von seinem Lehrer Barrows, oder umgekehrt.

Dabei Barrows mehr geometrisch: Tangentenmetho-

de,
Newton mehr analytisch: binomische Entwicklung.

Neutral: Differentiation bei Barrows und Newton
gleichwertig.

Aber bei Newton klarer: Differentiation ist Umkeh-
rung von Integration.

(In seiner Sprache: Tangentensuche von Quadratur.)

Die Integration von 1/x schafft Newton nicht.
Leibniz 1673 in London. Sieht Newtons Artikel nicht.

Kauft aber Barrows Buch (Brief an Herrn Olden-
burg)!
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Ist, mit Randbemerkungen versehen, in Lebniz’ Nach-
lass gefunden worden.

Wohl! auch gleich gelesen: in Leibniz’" ersten Schrif-
ten mit unendlich kleinen Dreiecken (Abszissen- und

Ordinatenzuwachs von Kurven) finden sich dhnliche
Symbole wie bei Barrows.

Leibniz selbst sagt aber, die ldee dieses charakteristi-
schen Dreiecks von Pascal zu haben.

| eibniz stellt EinfluB von Barrows auf seine Ideen in

Abrede.

Leibniz sagt, Barrow habe nichts iiber Fermat hinaus-
gehendes geleistet fiir das Tangentenproblem.

Einfiihrung von [ und d durch Leibniz 1675.

Newton hatte seit 1671 streng geheim etwas ahnli-
ches.

Cantors etwas verwegene Behauptung:

Grundlegendes Wissen zur Infinitesimalrechnung
schon vor Newton und Leibniz vorhanden.
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Weiterer Fortschritt hing von zweckmaBiger Bezeich-
nung ab.

Und diese stammt eindeutig von Leibniz.

Zuriick zu Newton: Hauptaufgabe der Fluxionsrech-
nung:

Geschwindigkeit zu bestimmten bei bekanntem
durchlaufenen Weg.

Und umgekehrt.

Def Fluxionen: x,v, z.

Der Punkt von Newton selbst.

Fiir Newton hat jedes Fluxion mechanischen Sinn.

Von Newton stammt der Gedanke, dal8 nur Differen-
tialquotienten vorkommmen sollten, dy/dx usw.

Er unterscheidet dann drei Glgs.Arten:

heutige Namen dafiir: Diff.quotient einer Funktion;
gewohnliche DGL; partielle DGL.
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Newtons Problem: er entwickelt alle Funktionen in
unendliche Reihen, integriert gliedweise elementar.
WeiB aber nicht, was mit 1/x anzufangen sei.

Ausweg: Koordinatenverschiebung: ersetze
1 1

— —

x b+ x

und entwickle den neuen Ausdruck selbst wieder in
eine Reihe.

Ebenfalls Newtons ldee: An Extrema verschwinden
die Fluxionen.

Damit Auffinden von Maxima und Minima moglich.
Newton findet auch Kurvenkriimmung:

lege Kreise verschiedenen Radius an einen Kurven-
punkt.

Unter diesen gibt es genau einen “nachsten” zur Kur-
ve:

in infinitesimaler Umgebung des Beriihrungspunkts

gibt es keinen weiteren Kreis zwischen der Kurve und
eben diesem Kreis.
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Newton gibt geometrischen Beweis dafiir.

Detektivarbeit: 1673 erscheint Huygens Buch zu geo-
metrischen Differentialproblemen. Er schickt es New-
ton, dessen Dankesbrief ist erhalten. In Newtons Me-
thodus fluxionum, die in der Hauptsache vorher ent-
wickelt worden waren, tauchen dann eindeutige Par-
allelen zu Huygens auf: dieselben Kurvenarten (Zy-
kloide usw) werden in derselben Reihenfolge bear-
beitet. AusmaB der Veranderungen ist nicht feststell-
bar. Aber Cantor halt fest: wegen der Veranderun-
gen “fallt die Beweiskraft fiir das Wissen Newtons in
frither Zeit.”

Nochmals: auf den Brief Newtons an Leibniz, in dem
ersterer sich Prioritat sichern will durch unbewiesene
Nennung vieler Ergebnisse (Produktregel usw), ant-
wortet Leibniz am gleichen Tag mit expliziten Bewei-
sen dieser Ergebnisse. Er hatte sie also selbst.

Veroffentlichung der Newtonschen Briefe an Leibniz
von 1676 und friiher erst 1693.

Verwunderung bei Johann Bernoulli: ist doch Leibniz’
Diff.rechnung, nur mit Piinktchen iliber den GroBen
statt d davor.

38



Spatere Arbeiten von Leibniz und Newton

Leibniz fiihrt 1687 in einem philosophischen Streit
mit Mallebranche den Begriff der Stetigkeit ein:

“Wenn die Voraussetzungen sich einander bestdndig
nahern und sich schlieBlich ineinander verlieren, so
miissen die Folgen, das was herauskommt, das gleiche
tun.”

Dieses Gesetz benutzt er in Streitigkeiten iiber das
Unendlichkleine in der Diff.rechnung.

Das Stetigkeitsgesetz sei das Grundgesetz der Infini-
tesimalrechnung.

Er geht damit den Newtonschen Weg, daB
Diff.quotienten dy/dx wohldefiniert sind, auch wenn
dx und dy Denkschwierigkeiten machen.

In der Einleitung seiner Diff.Schrift von 1711 schreibt
Newton, was wohl der groBte Unterschied zwischen
ihm und Leibniz ist:

“Ich betrachte hier die mathematischen GroBen nicht
als aus kleinsten Teilen bestehend, sondern als durch
eine stetige Bewegung beschrieben. Linien werden
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beschrieben und im Beschreiben erzeugt nicht et-
wa durch Aneinanderfiigen von Teilen, sondern durch
stetige Bewegung von Punkten, Oberflachen desglei-
chen durch Bewegung von Linien, Kérper durch Be-
wegung von Oberflachen, Winkel durch Bewegung
von Seiten, Zeiten durch ihren stetigen FluB."

Das stimmt aber mit seinem Beweis der Drehimpuls-
satzes in den Principia nicht recht iiberein.

Und weiter, jetzt zur allgemeinen Geschichte:

“Ich suchte eine Methode, die GroBen aus den Ge-
schwindigkeiten der Bewegungen oder der Zuwachse,
mittels deren sie entstehen, zu bestimmen, und indem
ich diese Geschwindigkeiten der Bewegungen oder der
Zuwachse Fluxionen nannte und die erzeugten GroBen

Fluenten, verfiel ich allmahlich in den Jahren 1665
und 1666 auf die Fluxionsmethode.”

“Fluxionen verhalten sich so nahezu als moglich wie
die in gleichen kleinsten Zeitteilchen erzeugten Ver-
mehrungen der Fluenten.”

Leibniz fiihrt 1692 den Begriff der krummlinigen Ko-
ordinate ein:
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“Unter Koordinaten verstehe ich nicht nur Gerade,
sondern beliebige Kurven, wenn nur ein Gesetz vor-
handen ist, nach welchem, sofern ein bestimmter
Punkt einer als Koordinate gegebenen Linie gleich-
falls gegeben ist, diessm Punkte entsprechend eine
Linie gezogen werden kann, welche dem anderen Sy-
steme der als Koordinaten gewahlten angehért.”

Vielleicht klarer nach dem lateinischen Original (Can-
tor, S.211):

“Ego sub ordinatim ductis non tantum rectas, sed
et curvas lineas qualescunque accipio, modo lex ha-
beatur, secundum quam dato lineae cuiusdam datae
(tanquam ordinatricis) puncto, respondens ei puncto
linea duci possit, quae una erit ex ordinatim ducendis
seu ordinatim positione datis.”

AbschlieBend: es sei hier nicht eingegangen auf den
Prioritatsstreit zwischen Newton und Leibniz ab
1699.

Dazu mehr als 40 (!) Seiten in Cantor.

Tragt zur Klarung der mathematischen Begriffe
nichts bei.
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Teil 1l: Die Principia Mathematica

Juifu :é‘uiu.ai.r i« ac Typis To
ylw?i

Seit 1665 “hat” Newton Fluxionsrechnung.
1686 erster Teil der Principia druckfertig.
Doch in der Principia kein .

Infinitesimale Dreiecke dort sind durchaus aus alterer
Infinitesimalrechnung bekannt.

Der Gang der Principia:
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Erste Seiten: Definition.

Def Il: quantity of motion is velocity (times) quantity
of matter.

Also quantity of motion = Impuls.

Dann Def von Zentralkraften: wirken entlang Verbin-
dungslinie.

Dann mehrere Seiten reiner Text tiber “true motion”
USW.

Neues Kapitel: Axioms or laws of motion

Law |I: The change of motion is proportional to the
motive force impressed.

Korollar: Krafteparallelogramm (mit Bild)

Wieder mehrere Seiten Textdiskussion (Inertialsy-
stem! usw.)

Dann Beginn von “Book One: The Motion of Bodies”

Cantor zitiert ausfuhrlich die ersten 11 Lemmas New-
tons. Daher auch hier.
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[Folien der Seiten 25 bis 30]

[Folien des Originaldrucks]

Es folgt ein langeres Scholium (einige Seiten).
Dann schlagartig: Section Il

The Determination of Centripetal Forces
Beweis des Keplerschen Flachensatzes.
[Folien der Seiten 32 und 33]

[Folien des Originaldrucks]

Das Ellipsengesetz ist um einiges schwieriger:
Section Ill. Proposition 11. Problem 6.
[Folien der Seiten 42 und 43]

[Folie des Originaldrucks]

Dann sehr lange liber:

Bestimmung von Kegelschnitten (Ellipse, Hyperbel)
bei vorgegebenen Bahnelementen
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(z.B. Brennpunkt gegeben u.a., wie lautet Bahn?)
(oder: welche Ellipse hat diese und jene Tangenten?)
Dann: Bahngeschwindigkeiten.

Bahnbewegungen ausgedehnter Korper.

Section XII:

The Attractive Forces of Spherical Bodies.

[Folien der Seiten 131ff]

Prop 70, Theorem 30

Prop 71, Theorem 31

Prop 72, Theorem 32

Prop 73, Theorem 33

Prop 74, Theorem 34

Zusammenfassung Buch |: (S steht fiir Section)

S 1: 11 Differentiallemma
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S 2: Flachensatz. Ellipsenbahn mit Kraftzentrum im
Ellipsenzentrum (nicht Brennpunkt)

S 3: Keplers Ellipsengesetz. Allgemeine Kegelschnitte

S 4: Bestimmung der Kegelschnitte bei gegebenem
Brennpunkt

S 5: Bestimmung der Kegelschnitte durch gegebene
Punkte

S 6: Bestimmung der Bahngeschwindigkeit

S 7: Geometrie der Bahngeschwindigkeit: Vgl mit Ab-
rollbahnen usw.

S 8: Bahneigenschaften bei beliebigen Zentralkraften

S 9: Bewegung von Massen in Orbits (Ellipsen), die
sich selbst drehen

S 10: Pendelbewegung. Zykloidenpendel

S 11: Bewegung von ausgedehnten Kérpern umein-
ander bei Zentralkraften. Qualitative Gezeitentheorie

S 12: Anziehung von Spharen
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S 13: Anziehung von nichtspharischen Koérpern

S 14: Bewegung kleiner Korper im Zentralkraftfeld
ausgedehnter Korper

Buch II: Bewegung in Medien mit Reibung. Hydrody-
namik.

Buch Ill: Himmelsmechanik, samt Gezeitenrechnun-
gen.

Berithmte Stelle im zweiten Buch:

“In Briefen, welche ich vor etwa 10 Jahren mit dem
sehr gelehrten Mathematiker G.G. Leibniz wechselte,
zeigte ich demselben an, dass ich mich im Besitze ei-
ner Methode befande, nach welcher man Maxima und
Minima bestimmen, Tangenten ziehen und ahnliche
Aufgaben l6sen konne, und zwar lasse sich dieselbe
eben so gut auf irrationale wie rationale Grossen an-
wenden. Indem ich die Buchstaben der Worte, welche
meine Meinung aussprachen, versetzte, verbarg ich
dieselbe. Der beriihmte Mann autwortete mir darauf,
er sei auf eine Methode derselben Art verfallen, die
er mir mitteilte, und welche von meiner kaum weiter
abwich als in der Form der Worte und Zeichen.”
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Newton bringt dann die Produktregel als Scholium.

Dennoch, die Fluxionsmethode wird auch weiterhin
nicht verwendet.
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Teil 11l: Humes Kritik am Kausalitatsgesetz

Beriihmtes Zitat aus Kants Prolegomena [S. 260 der
Akademieausgabe]

“Ich gestehe frei: die Erinnerung des David Hume
war eben dasjenige, was mir vor vielen Jahren zuerst
den dogmatischen Schlummer unterbrach und mei-
nen Untersuchungen im Felde der spekulativen Phi-
losophie eine ganz andere Richtung gab. Ich war weit
entfernt, ihm in Ansehung seiner Folgerungen Gehor
zu geben...”

Hume: Kausalitat ist nur empirisch: Gewohnheit.

Ursache-Wirkung-Verkniipfung nur aus bisher be-
kannten Fallen.

Ausnahmen jederzeit moglich.

Kant: Kausalitat ist, wie Raum und Zeit, a priori ge-
geben:

ein Denkschema, durch das wir die Sinnesdaten
schicken.

Humes Hauptwerk: Treatise of Human Nature.
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1739 im Alter von 28 Jahren veroffentlicht!
1736 bereits abgeschlossen.

(Jurastudium seit dem Alter von 12, mit 15 abgebro-
chen).

Wegbereiter des Utiliarismus.

Wichtige Arbeiten zur Nationalokonomie und zur
englischen Geschichte.

Sein literarischer Nachlassverwalter: Adam Smith.
Untertitel des Treatise:

“An attempt to introduce the experimental method
of reasoning into moral subjects.”

Keine direkte Bekanntschaft Humes (1711-1776) mit
Kant (1724-1804).

Aber Bekanntschaft Humes mit Rousseau.

Aus W.G. Sebald “Logis in einem Landhaus”, S. 67.
“Anfang Januar 1766 reist Rousseau nach England.
Dort, ganz in der Fremde, iiberwaltigt ihn mehr und

50



mehr der immer in ihm latent gewesene und durch
die Exilierung akut gewordene Verfolgungswahn. Sei-
ne Stimmung schwankt zwischen Niedergeschlagen-
heit und Exaltation. Ein gewisser J. Cradock berich-
tet in seinen 1828 in London veroffentlichten Literary
and Miscellaneous Memoirs, daBB Rousseau, obgleich
er das Englische kaum verstand, bei einem Theater-
besuch, zu dem er von Garrick eingeladen war, so
iber die an diesem Abend gegebene Tragodie ge-
weint und iber die sich anschlieBende Komaddie ge-
lacht habe, daB er vollkommen auBer sich geriet...
Hume selber hatte einemal Gelegenheit, diese Stim-
mungsumschwiinge zu beobachten, als Rousseau mit
Verdachtigungen zu ihm kam und eine Stunde wort-
los und finster in seinem Zimmer hin- und herging,
nur um sich ihm dann auf einmal auf den Schol3 zu
setzen, ihm das Gesicht abzukiissen und ihn unter
Tranen seiner ewigen Freundschaft und Dankbarkeit
zu versichern. Danach dauerte es nicht mehr lang, bis
ihm auch Hume als einer der hinterhaltigsten Intri-
ganten erschien, der danach trachtete, ihn um seinen
Lebensunterhalt und seine Ehre zum bringen.”

Zitate zum Kausalbegriff:

“And as the power, by which one object produces
another, is never discoverable merely from their idea,
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'tis evident cause and effect are relations, of which
we receive information from experience, and not from
any abstract reasoning or reflexion. [69:6-]

“l have already observe'd, that geometry, or the art,
by which we fix the proportions of figures; tho' it
much excels, both in universality and exactness, the
loose judgments of the senses and imagination; yet
never attains a perfect precision and exactness. Its
first principles are still drawn from the general ap-
pearance of the objects; and that appearance can ne-
ver afford us any security, when we examine the pro-
digious minuteness of which nature is susceptible.”

[70:3-]

“The reason why | impute any defect to geometry,
is, because its original and fundamental principles are
deriv'd merely from appearances; and it may perhaps
be imagin'd, that this defect must always attend it,
and keep it from ever reaching a greater exactness in
the comparison of objects or ideas, than what our eye
or imagination alone is able to attain.”

Weitere Stellen, nachzulesen in gescannten Text auf
der Homepage der Vorlesung (Schema: Seite, Zeilen-
anfang (4: vom Seitenanfang, —: vom Seitenende) —
Zeilenende (wieder mit +/—).
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[to do]
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Teil IV: Kant

Leben

1724 bis 1804: Spatphase der Aufklarung

KdrV 1781/1787. Sturm auf die Bastille 1789
Heutiges Kant-Bild durch seine Spatphase bestimmt:
der piinktliche Spazierganger.

In seinen 30er und 40er Jahren, wahrend der russi-

schen Besetzung Konigsbergs, war Kant eifriger Sa-
lonbesucher.

54



Critit
teinen Bernunft

L

Immanuel Kant
Profeflor in Rénigdberg.

Riga,
verlegts Sohann Fruond) Dorfned
178 L
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Dann aber: lehnt Professuren in Erlangen, Jena und
Halle ab, weil er sich Wegzug von Koénigsberg nicht
vorstellen kann. Sein Horergeld als Privatdozent rei-
che ihm aus.

Vergleiche mit Heidegger, der einen Ruf nach Ber-
lin ablehnt, weil sein Denken in seiner Heimat-
Landschaft wurzelt.

Mit 46 Jahren Professur in Konigsberg.

11 Jahre spater, 1781, erscheint die KkrV.
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Recherche: angeblich schottische Vorfahren (GroBva-
ter). Kant aus Kent?

Sein Vater war Handwerker.
Sein Sprachstil
Angeblich mit Kleist vergleichbar.

Hypothese: an Rechtswissenschaften angelehnt (eben
wie Kleist).

Wabhrscheinlicher aber: lateinische Syntax im Deut-
schen.

Denn: (i) Latein war Kants zentrales Schulpensum.

(ii) Bis heute Unsicherheiten, welchen grammatischen
Fall Kant an manchen Stellen meinte.

(iii) Starker Gebrauch von Pronomen.

Beliebte Zitate

“Der grosste Sinnesgenuss, der gar keine Einmischung
von Ekel bei sich fiihrt, ist, im gesunden Zustande,
Ruhe nach der Arbeit.” (Anthropologie)
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“Die leichte Taube, indem sie im freien Fluge die Luft
teilt, deren Widerstand sie fiihlt, konnte die Vorstel-
lung fassen, dass es ihr im luftleeren Raum noch viel
besser gelingen werde.”

(Zu den angeblich langen Kant-Satzen: versuchen Sie
diesen Satz kiirzer zu sagen.)

“Die am Himmelfahrtstage durch Versalzung des
Butterfisches frilh morgendes fehlgeschlagene Koche-
rei muss nicht mehr vorkommen.” (Handschriftlicher

Nachlass)

Im unteren Stockwerk seines Hauses befand sich sein
Horsaal.
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Ein Satz: das Programm der KdrV

Nichts, als die Niichternheit einer strengen, aber ge-
rechten Kritik, kann von diesem dogmatischen Blend-
werke, das so viele durch eingebildete Gliickselig-
keit, unter Theorien und Systemen, hinhalt, befrei-
en, und alle unsere spekulative Anspriiche bloB auf
das Feld moglicher Erfahrung einschranken, nicht et-
wa durch schalen Spott iiber so oft fehlgeschlage-
ne Versuche, oder fromme Seufzer liber die Schran-
ken unserer Vernunft, sondern vermittelst einer nach
sicheren Grundsatzen vollzogenen Grenzbestimmung
derselben, welche ihr nihil ulterius mit groBester Zu-
verlassigkeit an die herkulische Saulen heftet, die die
Natur selbst aufgestellet hat, um die Fahrt unse-
rer Vernunft nur so weit, als die stetig fortlaufende
Kiisten der Erfahrung reichen, fortzusetzen, die wir
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nicht verlassen konnen, ohne uns auf einen uferlo-
sen Ozean zu wagen, der uns unter immer triiglichen
Aussichten, am Ende notigt, alle beschwerliche und
langwierige Bemiihung, als hoffnungslos aufzugeben.

1. Kausalitat a priori

Von den Kursteilnehmern vorgeschlagene mogliche
“Aussagen a priori’ :

(1) Kinematik (reine Raum-Zeit-Lehre)
(2) Freier Fall

(3) Es gibt Temperaturunterschiede
(4) [to do]

(5) [to do]

2. Raum und Zeit a priori
Anmerkungen zum Vortrag:

Wichtige Unterscheidung zwischen transzendent und
transzendental bei Kant.
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Kants Mantra: “Bedingung der Moglichkeit”
(z.B. von Erfahrung)

Der Sinn dieses Ausdrucks erschlieBt sich z.B. im Zi-
tat:

“Bedingung, unter der uns sinnliche Anschauung
maoglich ist.”

Diskussion, ob die Aussage “es gibt Temperaturun-
terschiede” a priori sein kann.

Diskussion, ob man einen leeren Raum ohne Ge-
genstande vorstellen kann.

Macht “die Existenz” eines Dreieicks, einer Linie, ei-
nes Punktes den Raum schon “nicht-leer”?

Dazu Hegel [Zitat wo?]: [to do]

Diskussion, ob Kant Beweise liefert oder nur “in sich
schliissige” Aussagen.

Teilnehmerbefragung, ob Geometrie in Zukunft ein

Teil der Algebra sein wird (keine Raumanschauung
erforderlich in Beweisen) ergibt:
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nahezu genau 50% vs 50%.

Kants Schrift “Uber die Lage der Gegenstinde im
Raum”:

Diese diskutiert nicht primar den Raum, sondern Ko-
ordinatenwahl.

Ahnliches auch bei Heidegger, Sein und Zeit, S. :

[to do]

Hier werden also spharische Polarkoordinaten 8¢ als
“natiirlich” betrachtet.

Kant diskutiert in dieser Schrift Unterschied zwischen
linker und rechter Hand, die doch voéllig gleich aufge-
baut seien.

Dazu Chiralitdat und “chiral algebra” in moderner

Physik.

Diskussion, warum Raum zum duBeren Sinn, Zeit zum
inneren Sinn gehort.

Danach Textmarkierungen in KdrV (Reclam) gelesen,
siche “Texte” auf der homepage der Vorlesung.
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3. Erfahrung und Erkenntnis a priori

Folglich ist uns keine Erkenntnis a priori moglich,
als lediglich von Gegenstanden moglicher Erfahrung.

(KdrV, B 166)

Und wie sollte es auch méglich sein, durch die Einheit
des BewuBtseins, die wir selbst nur dadurch kennen,
daB wir sie zur Moglichkeit der Erfahrung unentbehr-

lich brauchen, iiber Erfahrung (unser Dasein im Le-
ben) hinaus zu kommen...? (KdrV, B 420)

Die Einheit des BewuBtseins, welche den Kategorien
zum Grunde liegt, wird hier fiir Anschauung des Sub-
jekts als Objekts (!) genommen, und darauf die Ka-
tegorie der Substanz angewandt. Sie ist aber nur die
Einheit im Denken, wodurch allein kein Objekt ge-
geben wird, worauf also die Kategorie der Substanz,
als die jederzeit gegebene Anschauung voraussetzt,

nicht angewandt, mithin dieses Subjekt gar nicht er-
kannt werden kann. (KdrV, B 421)

4. Der kosmologische Beweis

5. Kants Lehre vom Ich
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Wenn ich mit dem intellektuellen BewujfStsein mei-
nes Daseins, in der Vorstellung Ich bin, welche al-
le meine Urteile und Verstandeshandlungen begleitet,
zugleich eine Bestimmung meines Daseins durch in-
tellektuelle Anschauung verbinden konnte, so ware
zu derselben das BewuBtsein eines Verhhaltnisses zu
etwas auBer mir nicht notwendig gehdrig. Nun aber
jenes intellektuelle BewuBtsein zwar vorangeht, aber
die innere Anschauung, in der mein Dassein allein
bestimmt werden kann, sinnlich und an Zeitbedin-
guung gebunden ist, diese Bestimmung aber, mithin
die innere Erfahrung selbst, von etwas Beharrlichem,
welches in mir nicht ist, folglich nur in etwas auBer
mir, wogegen ich mich in Relation betrachten muB,
abhangt: so ist die Realitat des duBeren Sinnes mit
der des innern, zur Moglichkeit einer Erfahrung tiber-
haupt, notwendig verbunden: d.i. ich bin mir eben so
sicher bewuBt, daB es Dinge auBer mir gebe, die sich
auf meinen Sinn beziehen, als ich mir bewuBt bin,
daB ich selbst in der Zeit bestimmt existiere. (KdrV,
B XL)

Also nur dadurch, daB ich ein Mannigfaltiges gegebe-
ner Vorstellungen in einem BewufStsein verbinden
kann, ist es moglich, daB ich mir die Identitdt des
Bewufitseins in diesen Vorstellungen selbst vor-
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stelle. (KdrV, B 133)

Hier ist nun der Ort, das Paradoxe, was jedermann
bei der Exposition der Form des inneren Sinnes auffal-
len muBte (§6), verstandlich zu machen: namlich wie
dieser auch so gar uns selbst, nur wie wir uns erschei-
nen, nicht wie wir an uns selbst sind, dem BewuBtsein
darstelle, weil wir namlich uns nur anschauen wie wir
innerlich affiziert werden, welches widersprechend zu
sein scheint, indem wir uns gegen uns selbst als lei-

dend verhalten miiBten. (KdrV, B 152)

...mithin, wenn wir von den letzteren einraumen, dal3
wir dadurch Objekte nur so fern erkennen, als wir
auBerlich affiziert werden, wir auch vom inneren Sinne
zugestehen miissen, daB wir dadurch uns selbst nur so
anschauen, wie wir innerlich von uns selbst affiziert
werden, d. i. was die innere Anschauung betrifft, unser
eigenes Subjekt nur als Erscheinung, nicht aber nach

dem, was es an sich selbst ist, erkennen. (KdrV, B
156)

...und ich habe also demnach keine Erkenntnis von
mir wie ich bin, sondern bloB wie ich mir selbst er-
scheine. Das BewuBtsein seiner selbst ist also noch
lange nicht ein Erkenntnis seiner selbst. (KdrV, B
158)
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...und ich existiere als Intelligenz, die sich lediglich
ihres Verbindungsvermégens bewuBt ist, in Ansehung
des Mannigfaltigen aber, das sie verbinden soll, einer
einschrankenden Bedingung, die sie den inneren Sinn
nennt, unterworfen, jene Verbindung nur nach Zeit-
verhaltnissen, welche ganz auBerhalb den eigentlichen
Verstandesbegriffen liegen, anschaulich machen, und
sich daher selbst doch nur erkennen kann, wie sie, in
Absicht auf eine Anschauung (die nicht intellektuell
und durch den Verstand selbst gegeben sein kann),
ihr selbst bloB erscheint, nicht wie sie sich erken-
nen wiirde, wenn ihre Anschauung intellektuell ware.

(KdrV, B 158)

Das BewuBtsein meiner selbst in der Vorstellung Ich
ist gar keine Anschauung, sondern eine bloB intellek-
tuelle Vorstellung der Selbsttatigkeit eines denken-
den Subjekts. Daher hat dieses Ich auch nicht das
mindeste Pradikat der Anschauung, welches, als be-
harrlich, der Zeitbestimmung im inneren Sinne zum
Korrelat dienen kénnte: wie etwa Undurchdringlich-
keit an der Materie, als empirischer Anschauung,

ist. (KdrV, B 278)

...wir, die wir so gar uns selbst nur durch innern Sinn,

mithin als Erscheinung, kennen... (KdrV, B 334)
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Ich, als denkend, bin ein Gegenstand des innern Sin-

nes... Dasjenige, was ein Gegenstand duBerer Sinne
ist, heiBt Kérper. (KdrV, B 400)

Nun haben wir aber in der inneren Anschauung gar
nichts Beharrliches, denn das Ich ist nur das BewuBt-

sein meines Denkens. (KdrV, B 412)

...im BewuBtsein meiner Selbst beim bloBen Denken
bin ich das Wesen selbst, von dem mir aber frei-
lich dadurch noch nichts zum Denken gegeben ist.
Der Satz aber, Ich denke, so fern er so viel sagt, als:
wch existiere denkend, ist nicht bloBe logische Funk-
tion, sondern bestimmet das Subjekt (welches denn
zugleich Objekt ist) in Ansehung der Existenz, und
kann ohne den inneren Sinn nicht stattfinden, dessen
Anschauung jederzeit das Objekt nicht als Ding an
sich selbst, sondern bloB als Erscheinung an die Hand

gibt. (KdrV, B 429)

Die eigentliche Moralitat der Handlungen (Verdienst
und Schuld) bleibt uns daher, selbst die unseres eige-
nen Verhaltens, ganzlich verborgen. Unsere Zurech-
nungen konnen nur auf den empirischen Charakter

bezogen werden. (KdrV, B 579)

Gleichwohl ist nichts natiirlicher und verfuhrerischer
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als der Schein, die Einheit in der Synthesis der Ge-

danken fiir eine wahrgenommene Einheit im Subjekte
dieser Gedanken zu halten. (KdrV, A 402)

6. Kants Freiheitslehre

Nach Prolegomena, Seite 112 bis 116.
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Teil V: Variationsrechnung

Die folgenden Bilder sind aufgenommen in einer Aus-

stellung zu Eulers 300. Geburtstag in der Universitats-
bibliothek Basel.
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Anfang: Newton, P.M., siehe weiter unten.

Eigentlicher Start: Johann Bernoulli 1696, Acta Eru-
ditorum.

“Einladung zur Losung eines neuen Problems.”

“Wenn in einer vertikalen Ebene zwei Punkte A und
B gegeben sind, soll man dem beweglichen Punkte M
eine Bahn AMB anweisen, auf welcher er von A aus-
gehend vermoge seiner eigenen Schwere in kiirzester
Zeit nach B gelangt.”

“Die Kurve AMB ist eine den Geometern sehr be-
kannte, die ich angeben werde, wenn sie nach Verlauf
dieses Jahres kein anderer genannt hat.”

Erschien im Juniheft: also sechs Monate Frist.

Ein Jahr spater:

“Cartesius, Fermat wund andere ausgezeichnete
Manner, welche einst fiir die Vorziiglichkeit ihrer Me-
thoden [zur Bestimmung von Maxima und Minima]

so heftig kampften, als ob es sich um Herd und Al-
tar handle, oder jetzt ihre Anhdnger an ihrer Stelle,
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miissen offen eingestehen, daB, wer nur ihre Metho-
den kennt, hier ganz und gar stecken bleibt.”

“Mit Recht bewundern wir Huygens, weil er zuerst
entdeckte, daB ein schwerer Punkt auf einer gewohn-
lichen Cycloide in derselben Zeit herabfaillt, an wel-
cher Stelle er auch die Bewegung beginnt. Aber man
wird starr vor Erstaunen sein, wenn ich sage, daB ge-
rade die Cycloide, die Tautochrone von Huygens, die
gesuchte Brachistochrone ist.”

Bernoulli erkennt richtig:

nur wenn v ~ /h (Galilei), ist Tautochrone = Bra-
chistochrone = Cycloide.

Wenn aber v ~ h ware, dann sind die Tautochronen
Kreise, die Brachistochronen Gerade.

Ubung: zeige dies.
Richtige Einsendungen kam z.B. von Jacob Bernoulli:

“Losung der Aufgaben meines Bruders, dem ich zu-
gleich dafiir andere vorlege.”

Wieder in Acta Eruditorum, 1697.
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Hierin eine neue ldee:

Man nehme auf ihr [der gesuchten schnellsten Bahn-
kurve| zwei unendlich nahe Punkte C und D an.

Sei El eine Gerade parallel zur 2-Achse, die die Kurve

CD schneidet.

(Ganz grob in der Mitte: Bernoulli macht hier eine
umstandliche, nicht weiter benutzte Konstruktion.)

Sei G der Schnittpunkt der Geraden El mit dem Kur-
venelement CD.

Weiter nach Cantor:

Johann Bernoulli 1698: Lehre von den kiirzesten Li-
nien (auf bestimmten Oberflachen).

Euler 1728: Gibt erstmals Differentialglg fiir kiirzeste
Linien an.

Diese DGL ist ungewohnlich und wird selten gesehen.

Euler 1732: Definiert Klassen isoperimetrischer Pro-
bleme:
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“Solle man eine mit n Eigenschaften bereits verse-
hene Kurve so bestimmen, daB sie eine (n+1)te Ei-
genschaft im groBten oder kleinsten MaBe besitze, so
miisse man n + 2 aneinanderstoBende Kurvenelemen-
te in Betrachtung ziehen.”

Mit diesem Prinzip und detaillierten geometrischen
Betrachtungen |ost er einige bekannte Extremalpro-

bleme.

Euler macht hier aus einem Differential mittels inte-
grierendem Faktor ein totales Differential.

Ahnliches aber auch schon bei Johann Bernoulli.

Bewegung auf gekriimmten Oberflachen.
Wichtig fiir Relativitatstheorie.

Zeige mit Lagrange Il, daB auf Kugel Grosskreise
Geodaten sind.

Eulers “Mechanik” von 1736: nichtfreie Bewegung.

Siehe Cantor S. 852.
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Freier Kérper wiirde sich in Tangentialrichtung gerade
gleichformig bewegen.

Die Abweichung entsteht durch eine Zwangskraft
senkrecht zur Bahn und Flache.

Fundamentaleigenschaft der kiirzesten Linie (Johann
Bernoulli 1698):

Die Ebene, die durch drei infinitesimal benachbarte
Trajektorienpunkte geht, steht senkrecht auf der Tan-
gentenebene an die Zwangsflache, in der die Bahn
verlauft.

Beweis (offensichtlich) mit Bahnkriimmung erst von
Euler (1736).

Euler zeigt tatsachlich zweierlei:

(1) Gleichung der kiirzesten Linie in gegebener krum-
mer Flache.

(2) Die Bahn eines kraftefreien Korpers in einer krum-
men Flache ist eine kiirzeste Bahn.

Im selben Jahr 1736 Eulers Artikel Giber Kurven mit
Minimal- und Maximaleigenschaften.
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24 bisher einzeln geloste Probleme durch einheitliche
Ausgangsglg gelost.

Erfindung der Variationsrechnung.

Wieder aus Cantor.

Euler 1744 Summe aus seinen bisherigen Forschungen
zu Extremalkurven:

Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive
proprietate.

Der vollstandige Originaltext abfotografiert bei Car-
negie Mellon:

http://posner.library.cmu.edu

Methode aufzufinden krumme Linien mit Maximal-
oder Minimaleigenschaft.

Kurzname: Methodus inveniendi.

Aber schon Newton I6st Variationsproblem in der
Principia:
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Euler, Leonhard

Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, sive [+ nach diesem Titel suchen]
solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti

Lausanne & Genf, Bousquet & Socios, 1744

322 . mit gestoch. Titelvignette (ohne das Errata Blatt). 5 gefalt, Kupfertafeln. 8%, HLdr. der Zeit mit Rickentitel
{Rucken restauriert, Bezlige emeuert),

Erste Ausgahe. - Poggendorff |. 633, Roller-G. |, 374, Horblitt 28. DSE IV, 467 ff. Dibner 111: "In the above Book hr presented his
calculus of variations, derived from his studies of isoperimetrical curves, a method for finding the wvariation when the values of some or all
expressions are varied." — " Starting with several problems solved by Johann and Jakob Bernoulli, Euler was the first to formulate the
principle problems of the calculus of varlations and to create general methods for thelr solution. In Methodus Inveniendi lineas curvas..
he systematically developed his discoveries of the 1730°s, The wery titel of the work shows that Euler widely employed geometric
representations of functions as flat curves. Here he introduced, using different terminology, the concepts of function and wvariation and
distinguished between problems of absolute extrema and relative extrema, showing how the latter are reduced to the former... In this way
the solution of & problem in the calculus of variations might always be reduced to integration of a differential equation. A century and a
half later the situation had changed. The direct method imagined by Euler, which he had employed only to obtain his differential
equation, had acguired independent wvalue for rigorous or approximate solution of variational problems and the corresponding differential
equations.” (DSB). - Hs. und gestempelter Eesitzvermerk am Titel. Tells flecklg wasserrandig, ohne das letzte El. (Errata).

[Schlagworte: Mathematk, Naturwissenschaft]
Erstausgabe, Sprache: Deutsch

Artkel-Tr, 2627 Preis: EUR 2580,00
88 weitere Eintrage gefunden im . (ca. & 3337 48)
Katalog MNaturwissenschaft beim Anbleter Matthaus Truppe Buchhandiung & Antiguariat, Gsterreich YWersand, k. A,

Form des Korpers kleinsten Stromungswiderstands.

Die Methode, Extremal eines Funktionals zu finden,
benutzt Euler schon seit 1728:

erst begriindet er, daB jedes infinitesimale Kur-
venstiick schon die Extremaleigenschaft der ganzen
Kurven haben muB.

(Dies gilt nicht, wenn die Funktionargumente selbst
Integrale sind.)

Sei F' das zu minimierende Funktional.
sei abc ein infinitesimales Bogenstiick der Kurve.

Waihle b’ auBerhalb der Kurve, in einem Abstand von
b, der selbst wieder infinitesimal beziiglich der infini-
tesimalen Strecke abc ist.
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N[EleIC)DlJS
INVENIENDI CURVAS

MAXIMI MINIMIVE PROPRIETATE
GAUDENTES.

"CAPUT PRIMUM.

De Methodo maximerum & minimorum ad lineas curvas
snveniendas applicata in genere.

DegzNITIO L

ETHODUS maximorum c& mini-

morum ad lineas curvas applicata ,
eft methodus inveniendi lincas
curvas , qua maximi minimive
proprietate quapiam propolfita
gaudeant.

CorRoLLARIUM L

' 2. Reperiuntur igitur per hanc
methodum linea curvae, in quibus propofita quapiam quantitas
maximum vel minimum obtineat valorem.

Euler D¢ Max. & Min, A Co-
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> DE METHODO MAX. ET MIN
Coxort.“VE

3. Cum autem eadem curva infinitis modis fui Gmilis effici
queat, Problema, nifi quedam refiriétio adhibeatur, maxime
effer indeterminatum , atque adeo nullum. Quacunque enim
curva prebeatur maximi minimive proprietate pradita, femper
alia, illi quidem vel fimilis vel diffimilis, exhiberi poffet, qua
illam proprictatem, vel majorem, vel minorem, in fe contineret,

CoroLo. Ik

4. Quoniam igitur adequata curvarum cognitio poftulat, ut
ex ad axem aliquem pofitione datum, ejufque portiones quafcun-
que qux abfcifle vocantur, referantur : prima eaque pracipua
reftrictio ex quantitate abfciflie pecenda erit.

COROLE. I V.

5. Problemata ergo ad methodum hanc pertinentia ita pro--
poni debent, ut quarantur linex curve ad axem pofitione da-
mm relate, qua inter omnes alias curvas eidem abifcife refpone
dentes maximi minimive proprietate fint pradita,

S CHOL T oK

6. Huc itaque Methodus maximorum & minimorum maxi-
me difcrepat ab illa, quam alibi expofuimus. Ibi enim, pro data
ac determinata linea curva, locum determinavimus , ubi propofita
quadam quantitas variabilis ad curvam pertinens fiat maxima
vel minima, Hic autem ipfa linea curva quaritur, in qua quan-
titas quadam propofita fiat maxima vel minima. Methodus hzc
jam fuperiori Seculo, mox poft inventam Analyfin infinitorum
excoli ceepit a Celeb. Fratribus BERNOULLIIS , atque ex
€0 tempore maxima cepit incrementa, Primum quidem Proble-
ma, quod ex hoc genere eft tractatum , ad Mechanicam ref-
piciebar, coque quarebatur linea curva fuper qua grave def-
cendens citiffime delabatur ; cui Curve brachyffochrone feu Linee
cclerrimi deféenfus nomen erat impofitum.  In hoc Problemate

jam

114



Wenn die Kurve F' extremiert, muB3 gelten

F(abc) — F(ab'c) = 0.
Diese Forderung gibt die DGL fiir die kiirzeste Kurve.
Soweit allgemeine Theorie.

Jetzt viele Aufgaben, die von Theorie zu Beispiele
gehen:

1. Aufgabe (noch reine Theorie):

Wie sich die Kurvenelemente andern, wenn man b —
b’ macht.

[Ubernehmen von Cantor Seite 861]

Hierbei wird schon Prinzip verwendet, daB3 virtuelle
Leitverriickung 0 ist:

namlich dx = 0, siehe Abb 141 auf S 861 in Cantor.
2. Aufgabe: allgemeine Formel fiir Extremalkurve.
Jetzt Beispiele:

Kirzeste Linie in der Ebene? Gerade!
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Welcher Rotationskorper hat geringsten Stromungs-
widerstand?

Losung: dieselbe wie bei Newton.
Aufgabenstellung kann kaum Zufall sein:

Euler wuBte, das Newton (nicht Bernoulli) das erste
Variationsproblem gestellt und gelost hat.

Warum nennt er ihn nicht (wenigstens im historischen
Teil der methodus inveniendi)?

Moglicher Grund: Abneigung gegen Newton nach
dessen Verhalten im Prioritatsstreit mit Leibniz.

Auch lost Euler bereits ein isoperimetrisches Problem:
Extremum unter Nebenbedingungen:

Was ist die geschlossene Kurve (Variationsproblem)
gegebener, fester Bogenlange (Nebenbedingung), die
eine maximale Flache umschlieBt (Extremum).

Antwort: der Kreis.

ldee: man kann nicht einen Kurvenpunkt b allein va-
riieren, dadurch wiirde die Nebenbedingung verletzt.
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Variiere also einen infinitesimal benachbarten Punkt
so mit, daB Nebenbedingung erfiillt bleibt.

Gibt zwei Glgen, Elimination, DGL der Kurve.

Weitere Kapitel des sehr langen Artikels bauen diese
|deen weiter aus, geben aber wenig neues.

1753 gibt Euler als Anwendung dieser recht schweren
Methode an einem leichten Beispiel mit wohlbekann-
ten Ergebnissen:

spharische Trigonometrie.

Eulers Methodus Inveniendi

in Oswalds Klassiker Nr. 46, “Abhandlungen iiber Va-
riationsrechnung,” 1. Teil.

Eulers Titel: “Methode Curven zu finden, denen eine
Eigenschaft im hochsten oder geringsten Grade zu-
kommt."”

Beachte: Das Original von 1744 in Latein.

In Anmerkung 6 erklart er den Unterschied zur nor-
malen Min/Max-Rechnung:
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“Dort [bei der Differentialrechnung| sucht man fiir ei-
ne gegebene und bestimmte Curve die Stelle, an der
eine gegebene, auf die Kurve beziigliche, veranderli-
che GroBe am groBten oder kleinsten wird.”

“Hier [bei der Variationsrechnung] sucht man die
Kurve, in welcher eine gegebene GroBe am groBten
oder kleinsten wird.”

Euler bleibt hier etwas diffus: ihm fehlt der moderne
Funktionalbegriff, der “eine gegebene GroBe fiir eine
Kurve” klar einfiihrt.

Er macht das richtige und benennt Beispiele: Ber-
noullis Brachistochronenproblem.

Ebenfalls in Anmerkung 6: alle Variationsprobleme er-
fordern Nebenbedingungen: der schnellste freie Fall
ist der vertikale. Also ist die Brachistochrone eine ver-
tikale Gerade...

Nein, denn man fordert die kiirzeste Fallzeit zwischen
zwei Punkten (x1,41) und (29, 42), wo x1 # 9 sein
soll.

Moderne Ausdrucksweise: keine Variation der End-
punkte.
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Def isoperimetrische Probleme (nach Bernoulli):
“Man sucht dabei die Kurve, welche eine Eigenschaft
im hochsten oder geringsten Grade besitzt, nicht un-
ter allen Kurven, die” [durch zwei oder mehr gege-
bene Punkte gehen], “sondern unter denen, welche
dieselbe Lange haben.”

Klassische Aufgabe: In welche Form muB ein Seil ge-

gebener Lange gelegt werden, damit es eine maximale
Flache iiberdeckt? (Schaferproblem).

Modernes und erst sehr spat vollstandig gelostes Pro-
blem: Flughafenproblem.

Man kann statt einer (gleiche Lange) natiirlich auch
n Nebenforderungen an die gesuchte Kurve stellen.

Die FEulersche Differentialglg

Notation: sei ¥ = y(x) die gesuchte Kurve. Euler

nennt ' = p, v = q,y" =r,y"" = s usw.

Mit diesem einfachen algebraischen Trick gelingt ihm,
alle Differential von y wegzubekommen:
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Namlich dy = pdx, und weiter:
dy _ddy _dp
de?  drxdr dz’
also
d’y = dpdx = qdz*.

Entsprechend
d’y = rda’.

Als nachstes werden Bogenlange, ihre Differentiale
und der Kriimmungsradius mit p, g, r, s algebraisch
ausgedriickt.

Nach einer etwas diffusen Diskussion gelangt Euler
zum Funktionalbegriff und fiihrt damit (!) die Varia-
tionsrechnung auf die klassische Min-Max-Rechnung
zuriick:

“Wir haben eine GroBe W, deren Wert in der gesuch-
ten Kurve ein Maximum oder Minimum sein soll, und
es ist also W die Formel des Maximums oder Mini-
mums.” [Funktional!]

“Es ist also die Formel des Maximums oder Mini-
mums W eine gewisse Funktion der beiden Verander-
lichen = und y. In W konnen nicht nur z und v,
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sondern auch alle GroBen, die von ihnen abhangen,
wie p, q,r,s. Sogar aus diesen GroBen gebildete In-
tegralformeln konnen, ja miissen in ¥ vorkommen
(Funktional!), wenigstens wenn die Aufgabe eine be-
stimmte sein soll, wie wir bald zeigen werden.”

“Ist daher eine solche Formel W oder eine Funktion
von x und y vorgelegt, so verlangt man eine solche
Gleichung zwischen x und vy, daB, wenn in W der
Wert von vy, ausgedriickt durch z, eingesetzt wird,
der Wert von W groBer oder kleiner ausfallt, als wenn
man irgend eine andere Gleichung zwischen x und y
angenommen hatte.”

“So lassen sich Aufgaben der Kurvenlehre auf die rei-
ne Analysis zuriickfiihren.”

DaB Integrale in W vorkommen miissen (Lehrsatz 1),
wird in einem Scheinbeweis gezeigt: denn sonst hin-
ge W nur vom letzten infinitesimalen Kurvenstiick ab
(p,q,7,s), es konnte damit keine insgesamdt kiirzeste
oder schnellste oder sonstwas Kurve bestimmt wer-
den.

Also
W= / drf(z,y(z), o' (2), 5" (), ..).
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Damit ist Euler wortlich (1) bei der heutigen Funktio-
naldef angekommen.

Beachte: W erhdlt einen Wert (Zahl), sobald fiir
y(x) eine bestimmte Funktion eingesetzt wird. Vorher
ist W eine Funktion — von y(x). Es ist dies wirklich
ein neues mathematisches Objekt: Funktional.

Jetzt die zentrale und iiberraschende Lsg-ldee (von
Bernoulli):

Lehrsatz |l: Wenn eine Kurve ein Funktional mini-
miert/maximiert, dann auch jeder beliebig kleine Teil
der Kurve.

Beweis: zerlege das Funktionalintegral [ dx in eine
Summe von Integralen iiber beliebige Subinterval-
le |x;, x;11]. Dieselbe Nebenbedingung wie an den
auBersten Integrationsgrenzen soll an den Intervall-
grenzen gelten, konkret: v, v, ", . . . werden nicht va-
rilert. Jeder Beitrag zum Integral hangt dann nur von
Funktionswerten innerhalb des jeweiligen Intervalls ab
(und nicht von der Kurvenvariation im Nachbarinter-
vall), namlich rein algebraisch von x,y,q,r, s, t. Al-
so sind alle Summanden (im Funktionalintegral) un-
abhangig. Wenn also die Summe maximal sein soll,
muB jeder Summand maximal sein.
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Man sieht: wenn in f(x,y,y,y",...) selbst schon
Kurvenintegrale auftauchen, gilt dieser Satz nicht.

(Lehrsatz I11).

Lehrsatz IV: Wenn f(x) das Funktional W' minimiert,
und g(x) unterscheidet sich nur sehr wenig von f(z),

dann ist W|f] = Wlg].

Beweis: trivial: Anderung des Funktionals an einem
Extremum ist Null.

Aber: es ist nicht definiert, was “g unterscheidet sich
sehr wenig von f" bedeutet.

Euler: “Eine solche sehr wenig abweichende Kurve
erhalten wir, wenn wir annehmen, dall nur der un-
endlich kleine Bogen mno variiert und an seine Stelle
der Bogen muvo gesetzt wird.”

Heutzutage: g = f 4+ 0 f. Darf fiir alle x infinitesimal
abweichen, nicht nur in einem infinitesimalen Intervall
dx (unendlich kleine Bogen).

Zusammenfassend, Euler: nur in einem unendlich klei-

nen Intervall dz wird die Kurve um unendlich kleine
dy(x) (Bogen) variiert. (Item 59 in Ostwald)
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Die Methode ist also: setze eine solche Bogenande-
rung 0y(x) in der Kurve y(x) an und fordere, daB die
Funktionalanderung 0WW = 0 ist. Dies gilt nur fiir die

gesuchte, das Funktional minimierende Kurve yo(x).
(Item 61 in Ostwald)

Dies ist auch die heutige Methode (abgesehen von
der Variation der ganzen Kurve).

Euler erklart nun etwas umstandlich, dall diese in-
finitesimalen Kurvenanderungen auch wieder durch
gewohnliche Differentiale dargestellt werden konnen:
ist elementar.

Erster Fall: Sei W = [dxf(x,y(x)) (keine Ablei-
tungen!). Welches y(x) minimiert/maximiert W7

Ldsung (etwas anders als Euler): variiere y bei fest-
gehaltenem z.

Jede Anderung von z kann in Anderung von y ge-
steckt werden.

Also
0= W = [ dof(e.yla)+sy(o)- [ def(e.yla)
Hier ist keine Vertauschung 0 [ = [ d nétig:
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OW ist durch die rechte Seite definiert.

Weil 0y laut Voraussetzung infinitesimal ist, gilt

0=o0W = /d:v—éy

Da dy(x) beliebig ist, kann dies nur gelten fiir

Of (x,y)

9 = 0.

Der letztere SchluB wird erst heutzutage bewiesen:
Fundamentallemma der Variationsrechnung.

In fritheren Jhd hielt man ihn fiir evident.

Euler diskutiert dann, daB der Fall f = f(x,y) [kei-
ne Differentiale] auch ohne Variationsrechnung, mit
klassischer Differentialrechnung gelést werden kann.

Aufgabe lll: Variationsproblem der Mechanik. Mini-
miere

szmmwy»
Da wieder x = 0, gilt

5f =3 of

of

—0
Z/Jr@yy
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Da die folgende Gleichung vielleicht die wichtigste der
Physik ist, folgen wir Euler sehr genau:

Er diskretisiert die x-Achse in konstante dzx-
Intervalle, schreibt damit das Funktional als Summe

(Laufindex 1),
W =...+ fode + frdx + ...

Die Differentiale in f seien als rechtsseitig angenom-
men.

Euler dndert (variiert) y(x) nur an der Intervallgrenze
£1 um 0yj.

Dies beeinfluBt (bei rechtsseitigen Differentialen) nur

die Glieder fy und f;.

Also ist dyy = 0 und dy; = dy; und

+ 0y — — 0
dyf, YyrToYy1 — Y% Y1 — Yo :+ﬂ7
dx dx dx
,:yz—(y1+5y1)_y2—y1: oy

& dx dx Cdx
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Einsetzen gibt

0= 6W = 6 fodr + 6 frdx

0 U0, Yn) O
X f(fl?o Yo yo) Y1

=0
0y’ dx

Of(x1,y1,y1) Of (z1,y1,91) 0w

5 _
* oy v oy’ dx
d af<x07y07y6) af(xlaylay/1>
— _ ) 0
dx 0y’ v oy e

_ d 0f<:130,y0,y6) af(aj()?y()ay(l))
N ( dx oy’ i Oy o1

In der vorletzten Glg wurde die Definition des (rechts-
seitigen) Differentials benutzt.

In der letzten Glg wurde benutzt: “anstelle von

d0f /0y, kann man Of /Oyy schreiben.”

Denn der Unterschied ist ein Differential zweiter Ord-
nung, wir betrachten hier aber solche Kriimmungster-
me als klein.

Ubung: dariiber nachdenken.

Weil nun dy; beliebig ist, muB obige Klammer ver-
schwinden.
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Weil der Ort x( beliebig ist, gilt also:

of dof

— =0
Oy dx oy

Diese DGL steht genauso bei Euler, lediglich mit

der algebraischen Umbenennung 0f/0y = N und
of /oy = P.

Sie heiBt daher zu Recht Eulersche DGL.
So auch in der Variationsrechnung genannt.

In der Physik etwas falsch Lagrangeglg oder wenig-
stens Euler-Lagrang-Glg.

“Durch diese Gleichung wird die Natur der gesuchten
Kurve ausgedriickt.”

Beachte: dies ist DGL zweiter Ordnung.

Beispiel: Unter allen Kurven zwischen zwei festen
Punkten die kiirzeste zu finden.

Kurvenlange
ds = \/dz? + dy? = dz\/1 + 2.
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Also Funktional

W = /d:z:\/ler’Q.

Hier f = f(y') ohne x und y.

Also Eulerglg
dof d Yy’

:%@—dxwxl_q_y/?

Kleine Rechnung gibt y” = 0, also verschwindende
Kriimmung, also ist y(z) eine Gerade.

0

Die allgemeine Eulerglg

Sei nun f = f(z,y,v,y"), und W = [dzxf zu

minimieren. Wie lautet die Eulerglg?

Bei Euler: Aufgabe IV in Abschnitt |I. Wir folgen die-

sem wieder sehr eng, aber mit eigenen Bezeichnun-
gen.

Losung: schreibe

W=(0..+fo+fit+ fot+...)dx (1)
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Alle Differentiale seien wie bei Euler rechtsseitig:

r Y1 — Yo
yo_ daj Y

v Y=Y Y2 — 2y + Yo
Y = dv da? ’

USw.

Es wird nun die Fkt y(z) nur am Punkt x5 um Jy
verandert. (Index jetzt gleich weggelassen.)

In der Funktionalsumme (1) erfahren dann nur die
Terme fy, f1, fo eine Anderung.

Und zwar ist

0y 0y
dys = 0 dyl= ——=Z dyll = —Z
Y2 Y, y2 %lZE, y2 d.ﬁ[);(;
Yy /" Y
dy; = dy === dy] = ——=
dyo=0, dyy =0, dy ==
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Einsetzen gibt
0=6W = (§fy+0fi+0f)da
_ (afo 1 Oohl _,0h 1  0f

oy'dz?  Oy'dx  Oy'dr? Oy
dfs 1 0fy 1
— oy d
oy’ dx i 8y”ds€2> Yy

(Of2 dOfi d Ofy
N <8y dx Oy’ * d:CQC?y”) oy d.

Hierbei wurde fy = f(xo, Y0, ¥}, ¥, ) eingefiihrt usw.

Man darf wieder f5 und f; durch f, ersetzen, und
dann den Index 0 weglassen.

Da dy # 0, muB die Klammer verschwinden, also:

of d5f+ d 8f_0
Oy dxoy  dx20y"

Damit ist auch die allgemeine Eulerglg fiir f =
flx,y, o,y y", .. .) Klar.

Lagrange-Multiplikatoren
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Im dritten Abschnitts seiner Arbeit behandelt Euler
isoperimetrische Probleme.

Erinnerung: alle Kurven sollen hier eine gemeinsa-
me Eigenschaft haben — heute sagt man: eine Ne-
benbedingung (Physik: Zwangsbedingung) erfiillen.
Z.B. gleiche Lange haben.

Historisch: Euler nennt solche Probleme “relativ,” die
bisherigen (ohne Nebenbedingung) dagegen “abso-
lut.” Ein Beispiel fiir ein relatives Problem ist das
isoperimetrische: suche unter allen Kurven, die glei-
che Lange haben, diejenige die... Der Name dieses
Beispiels hat sich fiir die ganze Klasse durchgesetzt.

Euler betrachtet nur F3alle, fiir die wieder das Ber-
noullische Lemma gilt:

Wenn eine Kurve ein Funktional unter einer NB extre-
miert, dann tut dies auch jedes ihrer infinitesimalen
Kurvenstiicke.

Die Losungsidee (Seite 91 in Ostwald) ist genial an-
schaulich einfach: (In heutiger Formulierung dagegen
nicht mehr: siehe FlieBbach “Mechanik” oder Smir-
nov “Variationsrechnung” in seiner “héheren Mathe-
matik.” )
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Bisher konnten wir an einzelner Stelle 1 den Funkti-
onswert y; um 0y variieren.

Damit wird aber die Kurvenlange — allgemein: die NB
— geandert.

Also muB ein anderer Kurvenpunkt so variiert werden,
daB die Kurvenlange erhalten bleibt.

Euler wvariiert infinitesimal benachbarte Punkte
Liy L1

Einen, um die gesuchte Kurve y(x) des Variationspro-
blems zu finden, den anderen, um die NB aufrecht-
zuerhalten.

Letzteres ist aber auch ein Differentialausdruck: z.B.
die Anderung des Lingenintegrals bei Variation; und
wie die Funktionalvariation (Minimierung!) muB auch
dieser Differentialausdruck verschwinden:

“Auf diese Weise erhdlt man zwei Gleichungen, die
eine vermoge der gemeinsamen Eigenschaft, die an-
dere mittels des Ausdruckes des Maximums oder Mi-
nimums. Beide haben die Form

S(S:gl + T5y2 = 0.
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S und T’ sind auf die Kurve beziigliche GréBen. Elimi-
niert man aus den beiden Gleichungen dy; und dys,
so erhalt man eine Gleichung fiir die gesuchte Kurve.”

(Euler S.92)

Beweise folgenden Satz Eulers: Sei A die (Formel fiir
die) zu extremierende GroBe des Variationsproblemes
und B die (Formel fiir die) gemeinsame Kurveneigen-
schaft (Nebenbedingung). Dann ist die gesuchte Kur-
ve y(x) dieselbe, wenn man A mit B vertauscht: das
Variationsproblem und die gemeinsame Eigenschaft
diirfen vertauscht werden.

Beispiel: die Kurve, die bei gegebener Lange die
groBte Flache umschlieBt ist dieselbe wie die, die eine
gegebene konstante Flache mit der kiirzesten Lange
umschlieBt. Beachte: Min/Max kdnnen bei der Ver-
tauschung ineinander ilibergehen.

Sei nun [dxf(x,y(x),y'(x)) die zu minimieren-
de/maximierende GréBe und [ dzg(z,y(x),y'(x))
die gemeinsame, integrale Eigenschaft aller Kurven

y(x).

Als Neuigkeit ergibt sich

5y — 20— (Y1 +0y) -y Oy — oy
e dx dx dr
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Insgesamt ist die Tabelle der Differentiale der Ablei-
tungen, wenn nur dy; % 0 und dyy # 0,

oY1
-
y() glx’ 5
5 /: y2_ yl
yl 5d3§' )
5 / — ?JQ
Yo dﬂf

Indem man Funktional und NB-Integral als Summen
schreibt und deren Variation Null setzt, folgt

Ofo+d0fi+0fa=0,
0gy+ 0g1 + 0go = 0.

Es ist z.B.
afl 3f1 /
) :—5 5
af1 af
s oy dax.
5’y1 y1+01y2 yax

Einsetzen gibt, dhnlich wie zuvor (aber nun mit zwei
Variationspunkten)

dfi  ddfo Ofy dofi _
(33/1 dx@y(’)) ot (8y2 d:z:c‘?yi) 002 =0

g1 d Ogy dga  d Og
~ 5 _ Sys = 0.
<ay1 dx 396) e (392 dzdy;) " !

135



Euler schreibt diese Glgen nur abstrakt-algebraisch
mit einem neuen Differentialoperator d statt der
Klammerterme.

Insbesondere ist die einzige Variable dann v, denn 67/
wird durch 0y ausgedriickt, und 2 wird nicht variiert.

Mit dem neuen d macht er formale Taylorreihenent-
wicklung nur nach y.

All dies miiBte genauer gezeigt werden. Wir zitieren
FuBnote 29 in Ostwalds Klassiker:

“Diese Deduktion [Eulers| kann nicht als streng gel-
ten, denn es ist nicht bewiesen worden, daB man
mit den Differentialwerten dA und dB ebenso wie
mit gewohnlichen Differentialen rechnen darf. Euler
scheint diesen Einwurf vorausgesehen zu haben, denn
er gibt S.116 eine andere Herleitung, bei welchen
der Gebrauch von Differentialwerten vermieden wird.
Aber auch diese ist nicht stichthaltig, denn sie zeigt
nur, daB man Kurven der verlangten Art erhalt, wenn
man 0 f + Adg nach der absoluten Methode behan-
delt, aber es bleibt fraglich, ob man auf diese Weise
alle Kurven erhalt. Eine strengere Herleitung findet
man bei Bertrand, Liouville’s Journal (1842)."
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Aquivalent zu den Eulerschen Differentialwerte dA
flihren wir einen prime-Operator ein,

of of d of

gL
oy oy dxzoy

Wir nehmen wie Euler an, daB ¢ /oy die Eigenschaften
eines gewohnlichen Differentials hat.

Die Determinante des Glgs-systems muB verschwin-
den,

figs — f29) =0,
also

fr_ 9 _on

fi o oy
Die letzte Glg folgt durch Einsetzen ins Glgs-system.

Zentral nun: der Unterschied benachbarter Punkte ist
ein zweites Differential,

fo=f1+ fip,
/ / /!
9o = g1 T+ g1 D1

Auf den Differentialausdruck p; sei verzichtet, er hebt
sich im folgenden. (Bei Euler ist er filschlicherweise
1 gesetzt.)
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Einsetzen in die Determinantenbedingung gibt

/! /!
Ji _ %

g

Der Index ist ab hier (zuvor nicht!) auf einer Glei-
chungsseite immer derselbe, kann also weggelassen
werden.

Sei zur Abkiirzung a = f’ und b = ¢’; multipliziere
die Glg mit oy

Formales Integrieren gibt, mit einer Konstanten A,
Ina=1Inb+ In A\,
oder

a = \b,

Riick-Einsetzen gibt
"= Xg =0.

Ausschreiben der Ableitungen fiihrt auf die Aussage
(dabei hat sich A — —\ eingebiirgert):
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Es existiert eine Konstante A (Lagrangemultiplika-
tor!), so da3

of d of dg d Og
_ \ _ _
Oy dx oy i <0y dx Oy’ ) !

So auf Seite 100 in Eulers Artikel (Ostwald Klassiker.)

Die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
taucht also schon bei Euler auf!

Dies wird sehr selten in Biichern festgestellt.

Euler: “Die Konstante A ist nicht willkirlich, sondern
aus der vorgelegten Bedingung bestimmt.”

Die obige Glg gibt dann die DGL fiir y(x).

Grofite umspannte Fldche ber gegebenem Umfang

Leichte Umformulierung des isoperimetrischen Pro-
blems:

Unter allen Kurven derselben Lange, welche die Punk-

te x1, o verbinden, die zu finden, welche die groBte
Flache einschlieBt. (Euler Seite 104)
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Die gemeinsame Eigenschaft ist die Bogenlange (alle
Integrale von x1 bis x3)

/daz g(y) = /da:\/l + y"? = const.

Der prime-Operator lautet

d0\/1+y’2: d o

dCC ay’ d{]j /1 + y/2.

Das Variationsproblem lautet: maximiere die Flache

[zt = [ doy

Der prime-Operator lautet

L.

Also ist die Eulerglg

Also

Wity
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Integrieren
/

Y

Wity

r+c=

Auflésen nach ¢/

. dy x+c

y:dﬂf \/AQ a:+02'

Dies kann elementar integriert werden,

y=d=+ \/A_Q—(x+c)2.

Also
NP = (v +c)+ (y—d)P

Dies ist die Kreisgleichung.

Im folgenden Kapitel leitet Euler die DGL ab fiir den
Fall, daB beim Variationsproblem n Nebenbedingun-

gen in Integralform zu erfiillen sind.

Dies fiihrt auf n verschiedene Lagrangesche Multipli-

katoren.

Eine unangebrachte Wertung der Eulerschen Arbeit

ist also die durch Cantor:
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“Die Variationsrechnung hatte durch Euler einen ge-
wissen AbschluB gefunden, doch verdient sie in die-
sem Zustand den Namen Rechnung noch nicht, weil
geometrische Uberlegungen zu sehr im Vordergrund
der Untersuchung stehen.”

Unser Gegenurteil: gerade die geometrischen Uberle-
gungen sind einfach und einleuchtend; und die resul-
tierenden Glgen exakt die noch heute (nach Lagran-
ge) verwendeten: Eulerglg; Lagrangemultiplikatoren.

So auch im Anhang von Ostwalds Klassikern. Die
(einfache) Eulersche Methode versagt in Fallen, in
denen das Bernoullische Lemma nicht gilt. Dann ist
die Lagrangesche analytische Methode iiberlegen.

Lagrange

“Versuch einer neuen Methode um die Maxima und
Minima unbestimmter Integralformeln zu bestim-
men.” Erschienen 1762

1. Die Euler-Lagrange-Glg

Etwas unklar: es werden zwei Arten von Differentialen
gebraucht, d und ¢.
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Fiir beide gelten die gewohnlichen Differentiationsre-
geln, z.B.wenn y = 2™, dann

dy = mdz,
oy = mox.

Zweitens ist unpraktisch, daB Lagrange f(x,y,dy)
zulaBt.

Im folgenden mit f(x,y, ).

Drittens ist seine vollige Allgemeinheit der Varia-
blenabhangigkeit beim ersten Lesen eher verwirrend.

Viertens schreibt er [ Z statt [ dzZ, was die Rech-
nung wegen odxZ undurchsichtig macht.

Lagrange beginnt mit dem Extremalproblem

5/dxf(93,y,y’) = 0.

Dies sei dquivalent zu

/dfc5f(fv, y,y') = 0.

Es ist (mit f, = 0f/0x usw.)
Of = fuox + f,0y + f,0y
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Also ist die Forderung

/d:v[fxéx + f,0y + f,0y] = 0.

Zitat: “Man begreift leicht, daB
odxr = dox, dd’r = d*0x.

Also
dvfysy = [ duf,5%
mfy’ Yy = xfy’ %7
d
= [ dxf,—9
/ Ty o0y,
df
= [0y — /dajd—;(Sy,
mit partieller Integration in der letzten Zeile.

Also wird das Variationsproblem zu

/dxf$5x+ /d:l: [fy — %fy/] oy + f,0y = 0.

Lagrange diskutiert jetzt etwas verquer den dritten,
Nichtintegralterm; sowie daB die zwei Integranden
selbst Null sein miiBten, wenn die dx, dy unabhingig

waren.
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Wir benutzen gleich die moderne Argumentation:

(i) Keine Variation an den Endpunkten des Integrals:

0y(x1) = dy(xe) = 0.

(ii) Keine Variation von x, weil sie durch Variation
von y dargestellt werden kann [Zeichnung].

(iii) Mit dem Fundamentallemma der Variationsrech-
nung folgt dann, was Lagrange einfach “sieht”: der
Integrand muB verschwinden,

of dof
Oy dxdy

0

Bei Lagrange liest sich dies, fast genau wie bei Euler,
N —dP = 0.

Wir haben hier nicht behandelt Lagranges Mitnahme
beliebig vieler Variablen x,vy, z,..., wo Euler nur x
hatte.

2. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Diese wird erst in einem Anhang entwickelt, und eher
beispielhaft, nicht systematisch: Seite 23f in Ostwalds
Klassikern.
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Lagrange sucht hier die Form der kleinsten Ober-
flache, die ein gegebenes Volumen umschlieBt.
Er schreibt das Volumenelement als
zdx dy,
wobei also z = z(x,y) der Korperdurchmesser an

gegebener Stelle z, vy ist.

Wegen konstantem Volumen ist die Volumenvariation
Null (so auch bei Euler),

5/dxdyz:0.

/daj dydz = 0. (2)

Also einfach

Nun soll die Oberflache ein Extremum sein.

Um dies zu formulieren, wird die Flache z = z(z, y)
vermittels ihrer Differentiale dargestellt,

dz = pdx + qdy,
mit p = 0z/0x und q = 0z/0y.
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Ubung: zeige, daB dann ein Oberflichenelement ge-
geben ist durch

dz dy /1 + p? + ¢2.

Also ist gefordert
(5jjd:r;dy\/1+p2+q2 = 0.

Eine langere Rechnung zeigt, daB dies dquivalent ist
zur Forderung

OP 0Q
dexdy [8x+8y]6Z_O’ (3)
mit
p
P = :
V1+pE+ ¢
q
Q= -
V1+pr+

Daraus folgt, als Lsg der reinen Flachenvariation,

oP 0Q
ox i oy

Lagrange kehrt jedoch zu den Integralen zuriick;

0.

es kommt, ganz unscheinbar, der Trick des Lagran-
geschen Multiplikators: (Seite 23 unten)
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“Wenn man (2) mit irgendeinem Koeffizienten k
multipliziert und zu (3) hinzufiigt, erhdlt man

oP 0Q
dxdy |k 0z =10
fxy[Jraeray]z :
woraus man die allgemeine Glgeichung zieht”
oP 0Q
k = 0.
i ox i oy

Dies ist aber genau die Eulersche Glg fiir Variation
unter Nebenbedingungen.

Diese Logik wird auch heute angewandt: Jede Ne-
benbedingung Z; = const, Z2 = const, . .. laBt sich
als 071 = 04> = 0 schreiben, also ebenso wie das
Variationsproblem 07, = 0.

Variiere jede NB und multipliziere sie mit einem A,
und addiere dies zur eigentlichen Variation des Extre-

malproblems und setze den gesamten Ausdruck Null.

Der weitere Verlauf der Rechnung gibt als Lsg: die
Kugel.
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Teil VI: Die nichteuklidsche Geometrie
Nach Goeschenband von Baldus

1. die euklidschen Axziome der Ebene

Al. Zwischen zwei Punkten gibt es genau eine Gera-
de.

A2. Jede Gerade kann beliebig verlangert werden.
A3. Um jeden Punkt kann man, fiir gegebenen Radius
r, genau einen Kreis ziehen.

A4. Alle rechten Winkel sind einander gleich.

A5. Ziehe zwei Gerade 1 und 2. Ziehe eine dritte Ge-
rade 3, die 1 und 2 kreuzt. Ist die Summe der Innen-
winkel an den Geraden-Schnittpunkten 1-mit-3 und
2-mit-3 in einer der beiden durch Gerade 2 definier-
ten Halbebenen kleiner als zwei rechte, dann schnei-
den sich Gerade 1 und 2 in dieser Halbebene.

A5 heiBt Parallelenaxiom: ist die Winkelsumme der
Geradenschnitte in beiden Halbebenen jeweils zwei
rechte, dann sind 1 und 2 parallel.

Bis etwa zum Jahr 1800 gab es Versuche, A5 zu be-
weisen.

Anderes Problem: bei Euklid werden stillschweigend
Axiome vorausgesetzt:

Kongruenz wird einfach so verstanden, ohne Be-
wegung geometrischer Objekte in der Ebene ein-
zufiihren.
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Im Lauf der Jahrhunderte wurden Alternativen zu Ab
formuliert, aus denen zusammen mit Al bis A4 wie-
derum A5 folgt:

A5'. Trifft eine Gerade eine von zwei Parallelen, trifft
sie beide

A5". Die Menge aller Punkte, die gleichweit von einer
Geraden liegen, bilden zwei Geraden.

A5"". Die Winkelsumme im Dreieck ist zwei rechte.
A5"". Es gibt zwei dhnliche, nicht kongruente Drei-
ecke.

Nichteuklidsche Geometrie ist Geometrie ohne Ab
(oder seine Varianten).

Entdecker: GauB (1777-1855) bis 1816, aber un-
veroffentlicht; jedoch erhalten.

Lobatschefskij (1793-1856) um 1823.

Bolyai (1802-1860) um 1823.

2. Axiome der absoluten ebenen Geometrie

D.h. vollstandiges Axiomensystem aber ohne Ab.
Die hieraus folgenden Satze gelten also auch in der
hyperbolischen Geometrie (Relativitatstheorie “der
Ebene”).

Hilbert “Grundlagen der Geometrie” .

A Anordnungsaxiome  (6)

B  Dimensionsaxiom (1)

C  Kongruenzaxiome  (6)
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D  Axiome des Messens  (2)
Diese 15 Axiome machen die absolute Geometrie aus.
Nimmt man

E  das fiinfte euklidsche Axiom (1)
hinzu, erhilt man die euklidsche Geometrie.

2A. Anordnungsaxiome

Def 1. Geometrie handelt von Punkten (Objekten)
A,B,C, wovon jeweils drei in einer Zwischenrelation
stehen konnen: ABC heiBt B liegt zwischen A und C.
Def 2. Die Menge aller Punkte, die zwischen A und B
liegt plus A und B selbst bilden eine Strecke AB= a.
Def 3. Drei Punkte A,B,C, die in keiner Zwischen-
relation stehen, bestimmen ein Dreieck (mit Ecken
A,B,C und Seiten a, b, ¢).

Def 4. Fiir gegebene A,B ist die Menge aller Punkte
C so daB ACB, CAB, ABC (abgekiirzt [ABC]) gilt,
eine Gerade.

Def 5. Zwei Gerade ohne einen gemeinsamen Punkt
heiBen parallel.

Al. Es gibt drei Punkte R,S,T, die in keiner Zwischen-
beziehung stehen.

A2. Fiir beliebige Punkte A,C gibt es mindestens
einen Punkt B, so dall ABC.

A3. ABC — CBA.
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A4. Unter drei Punkten gibt es hochstens einen, der
zwischen den beiden anderen liegt.

A5. Aus [ABC| und [ABD] folgt [BCD]: Durch zwei
Punkte geht genau eine Gerade.

A6. Wenn i) A,B,C in keiner Zwischenbeziehung ste-
hen und fiir D,E gilt ii) ADB und iii) ACE, dann
enthalt die Gerade durch DE mindestens einen Punkt
der Strecke BC. Zeichnung

Mit diesen Axiomen allein kann man beweisen

T1. Jede Strecke enthalt unendlich viele Punkte.
T2. Es gibt unendlich viele Geraden.

2B. Dimensionsaxiome

Def 6. Es sei irgendein Dreieck ABC gegeben. Die
Menge aller Geraden, die durch irgendwelche zwei

Punkte auf den Dreiecksseiten gehen, bilden eine
Ebene.

B. Jeder Punkt gehort zur Ebene jedes Dreiecks ABC.

Es gibt also nur eine Ebene.
2C. Kongruenzaxiome
D.h. Gleichheit von Streckenlangen und Winkeln.

Def 7. Zwei Strecken konnen in einer Kongru-
enzrelation stehen.
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Def 8. Zwei Strecken a,b, die einen gemeinsamen
Eckpunkt O haben, nennt man Winkel Z(a,b) oder
ZAOB, wenn A (B) Punkt auf a (b).

Def 9. Zwei Winkel konnen in einer Kongru-
enzrelation stehen.

Cl. Ist AB eine Strecke und a’ eine Gerade durch
einen Punkt A’ dann gibt es genau zwei Punkte
B',B" auf ¢/, so daB AB = A'B' und AB = A'B".
Beachte: das Gleichheitszeichen (der Geometrie) wird
hier erst definiert und bedeutet Streckenkongruenz.
C2. Aus AB=CD und CD=EF folgt AB=EF.

C3. Gegeben zwei Drecke ABC und A'B'C’ mit
AB=A'B’ und BC=B'C'. Dann gilt AC=A'C".

C4. Sei Z/(h, k) gegeben und Strecke a mit Eckpunkt
A. Dann gibt es genau zwei Halbgeraden b, ¢ mit Eck-
punkt A so daB Z(h, k) = Z(a,b) = Z(a,c).

C5. Z(h, k) = Z(h, k).

C6. Gegeben zwei Dreiecke mit zwei kongruenten Sei-
ten und kongruentem Winkel zwischen den beiden
Seiten. Dann sind die Dreiecke gleich.

Def 10. Nebenwinkel = m— Winkel.

Def 11. Ein Winkel der seinem Nebenwinkel kongru-
ent ist heit rechter Winkel.

Aus den Axiomengruppen A,B,C folgen viele Satze,
z.B.

T1. Alle rechten Winkel sind kongruent (Beweis: Hil-
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bert!). Somit ist Eulers A4 kein Axiom mehr sondern
ein Satz.

T2. Zu jedem Punkt P und jeder Geraden a gibt es
genau eine Normale von P auf a. Beweis etwas eine
Seite lang.

T3. Zu jedem Punkt P und jeder Geraden a gibt es
mindestens (!) eine Gerade b durch P mit a || b. Also
FExistenz der Parallelen in der absoluten Geometrie.
Def 12. Von langeren und kiirzeren Strecken. (Kon-
gruente Strecken sind gleich lang.)

Def 13. Von kleineren und groBeren Winkeln.

T4. Die Summe zweier Dreiecksseiten ist groBer als
die dritte.

2D. Axiome des Messens.

D1. Archimedisches Axiom. Seien A,B,A; beliebi-
ge Punkte, wobei AA{B. Dann gibt es Punkte
Ay, ... A, so dall

(i) AA; = AlA = AAs = = A 4A,.

(ii)) A,_1BA,,.

In Worten: es gibt immer ein Vielfaches einer kurzen
Strecke, das langer als eine lange Strecke ist.
Wichtig: dieses Axiom erlaubt Langenmessung, statt
bisher nur Langenvergleich. Man braucht dazu noch
als Hilfsdefinition:

Def 1/4. Langen addieren sich entlang einer Geraden.
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D2. Cantorsches Axiom. Gegeben sei eine Gerade mit
zwei unendlichen Punktfolgen A, und B, darauf, so
daB i) jede Strecke A;1B;.1 in der Strecke A;B; ent-
halten ist und ii) die Streckenldange gegen O konver-
giert. Dann liegt genau ein Punkt in allen A;B;.
Bemerkung: Stetigkeitsaxiome... Weierstrall und De-
dekind...

Hauptsatz der absoluten Geometrie: Aus den Axio-
mengruppen A bis D folgt: die Winkelsumme im Drei-
eck ist kleiner oder gleich zwei rechten.

Beachte: spharische Trigonometrie gehort also nicht
zur absoluten Geometrie: die Winkelsumme im Drei-
eck ist groBer als zwei rechte.

Ubung: welches der obigen Axiome verletzt die sphari-
sche Trigonometrie?

Der obige Satz, daB bei Verzicht auf das euklidsche
Parallelenaxiom die Winkelsumme im Dreieck < zwei
rechten ist, wurde erstmals von Giovanni Saccheri
(1667-1733) bewiesen (Jesuit; Professor fiir Philoso-
phie, Theologie und Mathematik in Pavia).

Siehe A. M. Dou, “Logical and historical remarks on

Saccheri’'s geometry,” Notre Dame Journal of Formal
Logic, Band 11 (1970), Seite 385-415.

2F. EFuklids Parallelenaxiom.

E. Zu jeder Geraden gibt es hdchstens eine Parallele
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durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt.
Nach obigem T3 gibt es mindestens eine Parallele;
somit also genau eine.
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